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I Exercices

Exercice 1 [Calculs de développements limités]

1. D’aprés un résultat du cours, on a déja :
tan(z) = x4+ i o(z%)
x—0 3

et on utilise que :

2
2
tan’(x) = 1 + tan®(z) =, 1+ (x - % - 0(1‘3)) = 14+ 2%+ Za* +o(z")
Tr—r
et en primitivant, en utilisant que tan(0) = 0, il vient :
23

2
tan(x )x: x—l—g—i-ﬁm + o(z”).

2. Par développements limités de cos et sin en 0, on a directement :

372 $4 1'3 $5 2 33'3 33'4 .CE5

cos(a)sin(e) =, (1= + 57 +0la?) )~ (0= T + 155+ 0la%)) = 1o Gt o g o ole?),

3. Comme ci-dessus, on a directement :

Vitzr (In(142)—z) = (1+f—x—2+o(m2)) (—x—2+””—3—x—4+o<x4)>

4. On pose z = 3 + h (avec donc h qui tend vers 0 pour z tendant vers 3). On a :

In(z) =In(3+ h) =In(3) + In (1 + g)

=, n(3) +7/3 - W;) + (h/;) + o(h?) = 1n(3)+ 3h — 1—8h2 81h3 +o(h?)

In(3) + l(x —3)— i(:p -3+ 831(93 —3)* +o((z —3)%

v3 3 18

5. Par développement limité de I’exponentielle en O :

1 22 ) —1/2 1 x 72 ) —1/2
_1+€Mio(2+x+7+o(x)) HO\/_(1+ +4+ (:c))

1 3 2
et en utilisant que (1 +u)~!/2 =, 1- Fut §u2 +o(u?), avec u = %+ xz +o(z?) (qui tend bien vers
u—r

0 quand z tend vers 0), on déduit :

1 1 1 1 x+x2 +3<x>2+ (22) 1 1 1 1 2 4 o(a22)
— _ — R — | — olx = — — =X — —X o\x
VI T et a=0 /2 2\2 4 8 \2 20 /2 4 32



6. On sépare numérateur et dénominateur. Et surtout on calcule de développement limité de 'inverse
du dénominateur pour se ramener & un produit. On a :

et par produit :

exp(x) —1—a  (2* o* ot
In(l+2) 220\2 6 24

Exercice 2 |Un peu d’algébre linéaire|
Soit f la fonction définie sur R par :

1. C’est directement 'application linéaire canoniquement associée a la matrice A =

3.

Vr,y,z € R, f

1
T .Z‘z
1— 5 + ? + 0(1’2)
2 1.3 513'4
02 g TgtO

14 te o Loy
2" T 12"
x 3r—2y — =z
yl = rT—=Yy
z 20 — 2y

) =

z—0 2

1

12 12

3 -2 -1
1 -1 0
2 =20

5 1
—r+—a’+—x3+o(z?)

ce

qui assure la linéarité. Elle est clairement définie de R? dans R? ce qui donne le fait que ce soit un

endomorphisme.

On résout le systéme associé au noyau. Pour z,y,z € R, on a :

T 3x — 2y — 2
y| € Kerf & T —y
z 2r — 2y

= 0 3 —2y—z2 =
= 0 & rT—y =
= 0 0 =

ce qui donne directement : Ker(f) = Vect

1
1
1

3r—2y =y

. Et la famille constituée du seul vecteur

est bien une base du noyau, comme elle est génératrice (par construction) et libre (un seul vecteur

non nul).
(a) On résout le systéme associé :
x a
flyl=10] <«
z

3r—2y — 2
r—Yy
2x — 2y

= a 3r—2y — =z
= b < T —y
= c 0

a

b
c—2b

Et on retrouve un systéme échelonné, qui a une solution si, et seulement si, la derniére équation
du systéme est satisfaite, c’est-a-dire ¢ = 2b (on aurait aussi pu finir de résoudre le systéme,

mais ce n’est pas demandé).

(b) Le systéme précédent posséde une solution si, et seulement si, (a,b,c) € Imf (par définition de

I'image).
On déduit donc que :

Im f

a
b

Cc

ER?|c=2b



qui est bien un plan de R? (c’est le plan d’équation 2b — ¢ = 0) et c’est d’ailleurs un hyperplan
en tant que noyau de la forme linéaire non nulle (a, b, c) — 2b — c.

Pour une base, on résout le systéme (qui n’a qu’une équation) :

a a 1 0
(a,b,c) elmf<=2b=cs (bl =[b]|=a|[0]+0b]1
c 20 0 2
1 0
Et ainsi Im f = Vect 0,1 et la famille considérée est bien une base (génératrice par
0 2
construction, et libre car constituée de DEUX vecteurs non colinéaires (des 0 a des places

différentes).

4. On déduit que f n’est ni injective (son noyau n’est pas réduit a {0}), ni surjective (son image est un
hyperplan de R? et par R? entier), donc pas bijective.

5. Le noyau de f est la droite engendrée par (1,1,1). Comme (1,1,1) ¢ Imf (car 2-1—1 # 0), on
déduit que Kerf est une droite qui n’est pas contenue dans ’hyperplan Imf : ces deux espaces sont
donc supplémentaires.

6. (a) On a directement :

puis en réinjectant :

22z — 2y — 2) — 2(z — 2y) — (22 — 2y — 2) 2y — 2 1
(F=id)(e, . ) = (20— 2y - 2) — 2(x — 2) “ (22| =2 1
22z — 2y — 2) = 2(z — 2y) — (22 — 2y — 2) 2y — z 1

(b) On directement, par définition du noyau :

x
Ker((f—id)*) ={ |y ]| €R*|2y—2 =0, =Imf
z
et de méme pour 'image :
1 1
Im((f—id))) =< 2y—2) | 1| |z,y,z€R Y =Vect | [ 1] | = Kerf
1 1

Et on aurait aussi pu traiter par double inclusion, mais c¢’était plus long.
7. Notons déja que, par formule du binéme (comme f et id commutent) :
(f —id)* = f2 —2f +1id
et en réinjectant dans les deux expressions, qu’on développe par bilinéarité de la composition :
fol(f—id)>=f*=2f*+ f=(f—id)?*o f

ce qui prouve la premiére égalité.

On propose deux méthodes pour la suite :



e de maniére directe avec la question précédente : pour (z,y,2) € R? on a f(z,y,2) € Imf C
Ker((f —id)?) et ainsi :

(f —id)* o f(z,y,2) = (f —id)*(f(z,y,2)) =0

(ou on pouvait utiliser 'autre égalité pour prouver que f o (f —id)? =0) ;

e en suivant plutot Uindication et les deux questions précédentes : soit (x,y,z) € R?). On note
(,9,2) =u+v pour u € Imf = Ker((f —id)?) et v € Ker(f). De sorte que :

(F=id)2 f (2,9, 2) = (F—id)?o f(u)+(f—id)0 f (1) = folf—id)(u)+(f—id)o (1) = 00 = 0
ce qui prouve bien que (f —id)%o f.

8. On a alors, comme ci-dessus : go(g—id)? = (¢g—id)?og = 0, ce qui assure directement les inclusions

Im(g) € Ker((g — id)?), Tm((g - id)?) C Ker(g)

(clair en appliquant les égalités vérifiées par g).
Pour les inclusions réciproques :

e six € Ker(g) : g(xr) =0 donc (g —id)?)(z) = (¢* — 2g + id)(z) = z donc z = (g —id)?)(x) €

Im((g —id)?) ;

e siz e Ker((g—id)?) : (¢ — 29 +id)(x) = 0 donc = = 2g(x) — ¢*(z) = g (2 — g(x)) € Img ;
ce qui prouve les inclusions réciproques.
Pour les supplémentaires, on procéde par analyse-synthése : soit x € F :

e analyse : supposons que x s’écrit z = y + 2 pour y € Ker(g) et 2z € Ker((g —id)?). Alors en
appliquant (g —id)?, on déduit :

(9 —id)*)(2) = (g*(z) = 29(z) + 2) = ((g —id)*)(y) + (g —id)*)(2) =y + 0 =y

ce qui donne y = g*(x) — 2g9(x) + v et z =1 —y = —g*(z) + 29(x).
Ceci assure, sous réserve d’existence, I'unicité d’une telle écriture.
e synthése : posons y = ¢*(z) — 2g(z) + z et 2 =2 —y = —g*(x) + 2g(x). Alors :
— x=y+ z (clair) ;
— y € Im((g — id)?) = Ker(g) (en prenant I'expression de y pour 'appartenance, et le début
de la question pour I’égalité ensembliste), donc on a bien y € Keryg ;

— 2z € Im(g) = Ker((g — id)?) (en prenant I'expression de z pour appartenance, et le début
de la question pour I'égalité ensembliste), donc on a bien z € Ker((g — id)?).

Ce qui assure ’existence.

Et finalement, Ker(g) et Ker((g —id)?) sont des sous-espaces de E tels que tout élément de E s’écrit
de maniére unique comme somme d’une élément de chaque espace : ils sont bien supplémentaires.

De l'expression de y et z, on déduit que ces projecteurs sont respectivement :

(g —id)? et g(2id — g).

Exercice 3 [Analyse probabiliste d'un tirage|

1. (a) Iy a 2 boules au départ :



e aprés le tirage 1 (sans remise) : il reste 1 boule.

e aprés le tirage 2 (avec remise) : il y a 1 boule.

e aprés le tirage 3 (sans remise) : il n’y en a plus.
Et donc il y a trois tirages en tout.

(b) Si la boule noire est tirée au premier tirage, qui est sans remise, 'urne ne contient plus de boule
noire. Les deux tirages suivants donnent des boules blanches.

(c) Si on tire la boule blanche, il ne reste que des boules noires, et les deux derniers tirages ne
donnent que des boules noires.

On a deux situations :

e si X; = 1: ce qui se fait avec probabilité 1/2 (les boules sont indiscernables), et alors
X2:X3:O€tX:1,

e si X; = 0: ce qui se fait avec probabilité 1/2 (méme argument), et alors Xo = X3 =1 et
X =2.

Par formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements ((X; = 0), (X; =
1)), on déduit les lois demandées :

e X;, X5 et X3 ont méme loi : ils prennent pour valeurs 1 et 0, avec P(X; = 0) = P(X; =
1
1) = 5 pour tout ¢ € [1;3] ;

e X prend les valeurs 1 ou 2, avec : P(X =1) =P(X =2) =

2. Si on veut épuiser le nombre n de boules, il faut n tirages sans remise. On veut donc savoir jusqu’ou

4.

compter pour avoir n nombres impairs : il y a donc N = 2n — 1 tirages.

Plus précisément :

e avant le tirage 2j : il y a n — j boules (car j tirages sans remise ont été faits) ;

e Avant le tirage 25 + 1 : toujours n — j boules (le tirage 2j sa fait avec remise).

Dans I’état initial, il y a n boules indiscernables, parmi lesquelles une seule noire, et donc :

n—1

1

On détermine P(X, = 1) par formule des probabilités totales, avec le systéme complet d’événements
(X1=1),(X1=0):

IED(XQ == 1) = ]P(Xl - 1) . PX1:1<X2 = 1) + ]P)(Xl - 0) . PXl:Q(XQ - 1)
et on utilise que :

e si X; =1:iln’y a plus de boule noire donc Px,—1(Xy = 1) ;

e si X; =0 : au tirage il y a une boule noire pour n — 1 boules en tout, donc Px,—o(Xy = 1) =
1

n—1

Et finalement : P(Xy =1) = —.
n

1
Donc X et X, suivent la loi de Bernoulli de paramétre —.
n

(a) TI n’est plus possible de tirer la boule noire si elle a déja été tirée a un tirage impair précédent.



(b) On déduit que, si Xpj41 =1, alors X; = Xg=--- = Xy;_1 =0.
Ainsi, on a l'inclusion :

(Xoj1 =1) C (X1 =0)N (X5 =0)N--- N (Xy5-1 = 0))

ce qui prouve lintersection demandée en, en faisant l'intersection avec (Xy;11 = 1), et en

utilisant que :
ACB=A=ANBLB.

(qui est méme une équivalence).
Par formule des probabilités composées, on a alors :

P<X2j+1 = 1) = P(Xl = O) ) IP>X1=0()(3 = O) ) IP)X1=X3=()(‘XPL"'> = O) - ']P)X1=X3="-=X2171=0<X2j+1)1)

qu’on détermine par dénombrement :

e pour les premiers produits : a chaque tirage, on a une seule boule noire (comme les tirages
sans remise ont donné une boule blanche) ; on a successivement n, n — 1, ...;n —j + 1
boules en tout ; et on veut tirer I'une des n — 1, n — 2, ...n — j boules blanches ;

e pour le dernier tirage : on a une boule noire, qu’on veut tirer, parmi n — j boules en tout.
Comme les boules sont indiscernables, on trouve finalement :

n—1n—2 n—j 1

1
o

P(Xojr = 1) = n n—1""n—j+1ln—j

(c) Pour Xs;, on a la méme situation : si on veut tirer la boule noire, c’est qu’elle n’a pas été tirée
lors d’un tirage pair précédent. On déduit ainsi :
(ng: 1): (Xl :O)Q(X;g:())mm(X2],1:O>m<X2]:1)
puis par probabilités composées :
n—1n—2 n—j L1

n n—1""n—j+1ln—j n
car les situations a chaque étape sont exactement les mémes.

Remarque : on pouvait y aller au bluff et mettre en évidence que toutes les boules ont un réle
parfaitement symétrique, et donc par équiprobabilité le fait de tirer la boule noire ou une autre

est la méme, d’oul le —, mais on n’est pas comme ca.
n

1
5. On a donc pour tout k € [1; N] : P(X =1) = —.
n

Et comme X} est a valeurs dans {0, 1}, alors les X}, suivent toutes une loi de Bernoulli de paramétre
1

n

6. Au (2n — 2)éme tirage, 'urne ne contient qu'une seule boule, qu’on tire nécessairement. On aura
donc tiré, aprés le (2n — 2)-éme tirage, au moins une fois chaque boule. Donc la boule noire ne peut
pas étre tirée pour le premiére fois au tirage (2n — 1), donc P(U,,) = 0.

7. On proceéde comme précédemment, en utilisant que :
Uj:(X1:O)ﬂ(Xg:0)ﬁ~~-ﬂ(X2j,2:0)ﬂ(X2j,1 :1)
et par formules des probabilités composées :

]P)(U)_n—ln—Qn—Qn—iin—B n—j7+In—74+1 n—y 1 o on—j
Poom o on—1n—1n-2n—-2" ""n—j—-2n—j+2n—j+1ln—j+1 nn-1)

6
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8.

4.

L’événement (X = 1) est 'union disjointe de U; : si on ne tire qu’une seule fois la boule noire, c¢’est
qu’on I'a tirée pour la premiére fois & un tirage impair. Et par union disjointe :

P(X =1) = Z;p(uj) - Z_; nz%n—_jl) _ n(n1_ . n(n —21 +0) _ %

Si la boule noire est tirée n fois, cela veut dire qu’elle est tirée lors de (n — 1) tirages pairs, puis d’un
tirage impair suivant. Mais il n’y a que (n — 1) tirages pairs, et donc cela veut dire que la boule noire
est tirée a tous les tirages pairs, et au dernier. Et ainsi :

X=n) =X =0)N(X=1)NX;=0)N(Xa=1)N- N (Xonos = 1) N (Xon_s = 1)

et par formule des probabilités composées :

P(X ) n—1 1 n—-2 1 n-—-3 1 1111
:n - e e T T
n n—1n—-1n—-2n—-2n-3 2211

1 1 1 11 1

nn—1n—-2"""21 n!

ce qui prouve bien le résultat.

Probléme : Méthode de Newton

. Comme f est C2, elle est donc C! donc f’ est continue. On a supposé que f' ne s’annule pas sur le

segment [a; b] : par contraposée du théoréme des valeurs intermédiaires, f” est donc de signe constant.

Comme de plus f'(a) < 0, cela veut dire que f’ est strictement négative sur [a; b].

Par hypothése, la fonction est dérivable (car C?) et de dérivée strictement négative sur [a, b], donc
f est strictement décroissante et continue sur [a,b]. Par théoréme de la bijection monotone, elle
réalise une bijection strictement décroissante de [a;b] dans [f(b); f(a)] (les bornes s’inversent par
décroissance).

Comme de plus f(a) > 0 et f(b) < 0, 'équation f(x) =0 a donc une unique solution dans |a, b], qui
ne peut étre ni a ni b par hypothése. D’ou le résultat.

. Ladite tangente a pour équation y = f'(x¢)(x — x¢) + f(zo). L’abscisse S du point d’intersection

de 'axe des abscisses et de cette tangente vérifie donc I'équation f'(z¢)(8 — zo) + f(zo) = 0, donc

_ _ f(zo0)
5 = To (wo) "

a) La convexité de f assure que [’ est croissante, et que f” > 0 (on n’a pas d’inégalité stricte a
g
priori).
(b) Une fonction convexe étant au dessus de ses tangentes, on déduit que cette ordonnée est plus
petite que f(a) = 0, donc est négative ou nulle.

(c) On montre séparément que > a et que < « :

f(a) f(a)
. f'(a) f'(a)

e avec la question précédente, le point sur la tangente d’abscisse o a une ordonnée négative

ou nulle. Comme cette tangente est de pente f'(a) < 0, cela veut dire qu’elle coupe I’axe
des abscisses avant «, ¢’est-a-dire que § < a.

e comme 3 =a— avec f(a) > 0et f'(a) <0, on a < 0 puis en réinjectant 5 > a



10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

(d) Si zg = b, on retrouve une pente de tangente négative (comme f’ < 0) et la convexité assure a
nouveau que 3 < a. En revanche, on n’a pas nécessairement 3 € [a;b] : pour f : z + x®—1 sur

[—2; —=10737], qui vérifie bien les hypothéses, la tangente en b = —10737 est presque horizontale,
—10 -1 107
t I’ d bsci =103 - —M— ~ ——— < 2.
et coupera l'axe des abscisses en 3 510 5

Il manquait une question 5 dans I’énoncé, il n’en manque pas dans le corrigé...

. g est de classe C! en tant que différence et quotient de fonctions qui le sont, dont le dénominateur

ne s’annule pas (en effet, f étant C?, f’ est C'). Par ailleurs, pour tout = € [a, ] :

f'(@) = fl@)f"(x) _ f@)f"(z)

L R

Notamment, g(a) = a et ¢'(a) = 0.

Les fonctions f’ et f” sont continues sur le segment [a,b] (comme f est de classe C?), donc par
théoréme des bornes atteintes elles sont bornées et atteignent leurs bornes. Par ailleurs, [’ est
a valeurs strictement négatives sur [a,b], donc |f’| est & valeurs strictement positives. On en
déduit Pexistence des deux réels cherchés (qui sont bien strictement positives comme ces bornes
sont atteintes).

Par le méme argument, f’ est continue sur [a,b] donc y est bornée. Soit L > 0 tel que pour tout
t € la,b],|f'(t)] < L. Alors, par inégalité des accroissements finis, on a bien : Vt € [a,b], |f(t) —
fl@)]=1f®)] < Llt —al.

Soit x € [a, b]. Pour tout t € [a,b], on a |¢'(t)| = w et on sait que | f"(t)| < M et |f,( 7 S L.
D’aprés la question précédente, on en déduit donc la majoration : |¢/(¢)] < 2L|t — a.

Supposons maintenant = < « et choisissons ¢ € [zr,«]. On a notamment |t — | < |z — «| donc
19/ (t)] < 22E£|z—al. Par inégalité des accroissements finis appliquées & g entre z et a: |g(z) — g(a)] <
MLz — af(a — x). Puisque enfin g(a) = a, on a donc :

On procéde de méme pour x > «. Pour z = a, I'inégalité est directe (c’est 0 < 0).

Il suffit de prendre h tel que Kh < 1 (donc h < %), et tel que J C [a, b]. Puisque « €]a, b[, en posant

£ = min(%5%, %5%) et h = min( on a ce qu’on veut.

K+1’E>’

On a, pour z € I C [a,b],|g(z) — a| < K|z — a|* d’aprés la question 6. De plus |z — «| < h, donc
lg(z) —a| < Kh x h < h car Kh < 1. Donc g(x) €] — h,a+ h[C J.

Puisque x¢ € J et puisque J est stable par g (par la question précédente), 'existence et unicité de
la suite (x,,) en découle.

Par récurrence, assez directe d’apreés 'inégalité établie en question 9.
Par encadrement, le résultat en découle.

On a d’abord f de classe C?, f(1) > 0, f(3) < 0 et f’ strictement négative sur [1,3], on peut donc
bien appliquer ce qui précéde a f. Ici, @ = /3 et on peut choisir m = 2,L = 6 et M = 2 (par
simples calculs sur les dérivées premiére et seconde de f). Donc K = 3. En posant h = 0,3, on a
bien Kh < 1 et [a —h,a+ h] C [1,3].

Ona?2e [\/§ — h,V3+ h], donc d’aprés ce qui précéde, la suite est bien définie.

8



17.

18.

19.

C’est un cas particulier de la question 13 dans ce cas.

Il suffit de choisir N tel que %(O,Q)QN < 10719 Une application numérique montre que N = 12
convient.

La méthode de dichotomie coupant & chaque fois 'intervalle en deux, il s’agit de trouver un entier
N’ tel que 2—]1V, < 107109, Cette fois, N’ = 334 convient, ce qui semble montrer que la méthode de
Newton est bien plus efficace. En pratique, c’est le cas et la méthode de Newton est encore a la base
de tout un tas d’applications pratiques en ingénierie et ailleurs...



