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I Exercices

Exercice 1 Donner un équivalente et la limite des suites suivantes :

1. vn+1—+/n—1: on se raméne en 1 en divisant par n dans les racines :

Vn+1l=+vn 1+%=\/ﬁ(1+%+0(1/n)) :\/ﬁ—i—ﬁ—ko(l/\/ﬁ)

et de méme :

n—1=+n 1—%:\/5(1—%—1-0(1/70):\/ﬁ———i-o(l/\/ﬁ)

et par somme :

\/n+1—\/n—1:\/ﬁ%—ﬁ—\/ﬁ%—ﬁ%—o(l/\/ﬁ):—n%—o(l/ n)wﬁ

et par quotient : limy/n+1—+vn—1=0.
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2. (n?+1)sin [ —= ] : en reconnaissant un polynéme : n?+1 ~ n? et par composition sin | — | ~
( ) ( Vn ) oy ’ g vn

Par produit, il vient :

1 n?
(n® + 1)sin (— ~ — ~n?/?
NZD

1
et directement : lim(n? + 1)sin (—) = 400

NG

n?+5n — 2

3. ——————— pour n — +00 : on un quotient de polynoémes, dont on détermine directement un

3nd +2n —3 )
équivalent du numérateur et du dénominateur :

n?>+5n —2 n? 1

N3 +2n—-—3  3n3  3n

24 5n—2
et ainsi : limn,—i_—n =0
3n3+2n—3
el/n —1
4. —————— : on utilise les équivalents en 0 de e — 1 et In(1 + u), qui donnent ici :
In(1+4+e7)

1
61/n -1 E e
In(l+e™) em™ n
el/m — 1

et donc par croissances comparées : lim——— =
In(1+em)



Exercice 2 La fonction f est définie sur £ = R\ {3/2} (on souhaite que le dénominateur ne s’annule
pas).
Soit y € R. Résolvons sur E :

r—2>5

=Y
2v — 3
& r—-5=y(2r—3)car2z —3#0
& 3y—5s=x(2y—1)

flz)=y

et on a deux cas :

e siy =1/2: I’équation devient —7/2 = 0, qui n’a pas de solution ; donc y = 1/2 n’a pas d’antécédent
par F';

e sinon :
3y —95

f(x):y<:>1?=2y_1

3y —5
i 1), ¢’est-a-dire que y posséde

et donc I'équation f(z) = y admet une unique solution (a savoir

un unique antécédent.

Ainsi E =R\ {3/2} et F =R\ {1/2} conviennent. Et alors :

F — F
f71: y 3y—5
2y — 1

Exercice 3 On procéde par double implication :
e si B=C: alors directement ANB=ANCet AUB=AUC ;
esiANB=ANCet AUB =AUC : du fait des roles symétriques de B et C, il suffit de montrer
que B C C pour avoir C' C B, et donc B = C.
Montrons donc que B C C.
Soit z € B. Alors :

—sizeA: alorsx € Betx e A.
Donczx e AnNB=AnNC.
Doncz € Aet z € C.

Donc z € C.

— sinon : alors x ¢ A.

Mais ¢ € Bdoncx €e AUB=AUC.
Donc x € Aou x € C.

Mais = ¢ A.

Donc z € C.

Dans les deux cas : z € C.
Donc B cC C.

D’ou I’équivalence.

Exercice 4 On considére F, F, G, H quatre ensembles (supposés non vides), et f: E — F, g: F — G et
h : G — H trois applications.



1. On suppose que g o f est injective.

(a) L’application f est injective. Montrons le.
Soient x1, x5 € E. Supposons f(x1) = f(x2).
Alors g(f(z1)) = g(f(x2)). Mais par injectivité de go f : z1 = 5.
Donc f est injective.

(b) Prenons par exemple :

J Ry = R R = Ry
f’{ x|—>\/§etg'{x»—>x2

Alors g o f =idg, est injective, mais pas g (on a par exemple g(1) =1 = g(—1)).
2. On suppose que g o f est surjective.

(a) L’application g est surjective. Montrons le.
Soit z € G.
Par surjectivité de g o f, il existe z € E tel que z = g o f(x).
Et alors en posant y = f(x) € F,on a: z = g(y).
Donc g est surjective.

(b) Reprenons 'exemple précédent :

J Ry = R J R — Ry
f’{ x|—>\/§etg'{x»—>x2

rs go f = idp urjective, mai I exem —1n ntécéden mme un
Alors dr, est surjective, mais pas ar exemple —1 n’a pas d’antécédent, comme une
racine carrée est toujours positive ou nulle).

3. (a) Soient x1,z9 € E. Supposons que go f(x1) = go f(xs).
Par injectivité de g : f(x1) = f(x2).
Et par injectivité de f : x7 = x».
D’ou l'injectivité de g o f.
(b) Soit z € G.
Par surjectivité de g : il existe y € F tel que z = g(y).
Par surjectivité de f : il existe z € E tel que y = f(z).
Un tel z vérifie donc g o f(x) = g(y) = =.
D’ou la surjectivité de g o f.
(c) Les deux points précédents donnent que, si f et g sont bijectives, elles sont injectives et
surjectives, donc g o f aussi, qui est donc bijective.
4. On procéde par double implication :
e si f,g,h sont bijectives : en tant que composées d’applications bijectives, g o f et h o g sont
bijectives ;
e si go f et hog sont bijectives :
— par injectivité de h o g : g est injective ;
— par surjectivité de go f : g est surjective.
Donc g est bijective, tout comme sa bijection réciproque ¢g~!. Et ainsi :

— f=gto(gof) est la composée d’applications bijectives, donc est bijective ;
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— h = (hog)og ! estla composée d’applications bijectives, donc est bijective.

Ce qui conclut la réciproque.

D’ou I’équivalence demandée.

A Taide des questions précédentes, montrer que I'on a I’équivalence :

(go f et hog sont bijectives) < (f, g, h sont bijectives) .

Exercice 5 On considére U= {z € C||z| =1} et on pose a ¢ U. On pose :

z+a
14+az

frzm—
1. La fonction f est définie en tout complexe z tel que 1 + @z = 0, c’est-a-dire sur C\ {—1/a}.

Comme a ¢ U, alors |a| = |a| # 1, donc

—1 —1
T‘ # 1, c’est-a-dire que — ¢ U, donc f est bien définie
a a

sur U.

1
2. (a) Pour z€U,ona: |2>=2z=1. Et ainsi: — =7.

z
(:+7)
z|l—-+a
z

et en réinjectant dans 'expression de f(2) : |f(2)] = 1.

(b) On déduit que :

1 +az| = =lz-[F+al=1-|z+a| = [z +d

Ce qui prouve bien que f(z) € U.
3. (a) On a directement :

f(Z>:W<:>12_:—_a ZW<:>Z(1—Ew)zw—a<:>z: w—a
az

ou la derniére équivalence vient du fait que 1 — aw # 0 comme w € U et a ¢ U.

(b) On reconnait la méme expression que f(z), en changeant a en —a et z en w (qui vérifient les

mémes conditions qu’en question 1) : les mémes calculs donnent la méme conclusion, a savoir
w—a

que

1 —aw
4. On a donc montré :

e en question 2 que 'on peut considérer f: U — U ;
e en question 3 que tout w € U posséde un unique antécédent par f, et que celui est 1’élément
w—a
e U.

1 —aw

Et ainsi, f réalise bien une bijection de U dans U, de réciproque :

{U—>U
w—a
W

1 —aw

Exercice 6 Soient F, F' deux ensembles non-vides, et f: EF — F.
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1. Soit A € P(E).
Soit x € A.
Alors f(z) € f(A) (par définition).
Donc = € f~1(f(A)) (par définition).

D’ou l'inclusion demandée.

2. Prenons f : { ﬂi : ]152 . Alors avec A = R, on a: f(A) = f(Ry) = Ry, puis f71(f(A)) =

fYR,) =TR. Donc f~(f(A)) ¢ A dans ce cas.
3. On procéde par double implication :

e si f est injective :
Soit A € P(E).
Soit z € fH(f(A)).
Alors f(x) € f(A).
Donc il existe 2’ € A tel que f(z) = f(2').
Par injectivité de f, on a: x = 2/. Donc = € A.
Donc f71(f(A)) C A.

e si pour tout A € P(E), f~1(f(A)) C A:
Solent x1, x5 € E tels que f(z1) = f(x2).
Posons A = {z1}.

Alors f(A) = {f(a1)}.

Mais f(22) = f(z1) € f(A).

Donc par définition : zo € f71(f(A)).
Par l'inclusion supposée : xo € A = {x1}.
Donc z9 = ;.

D’ou l'injectivité de f.

D’ou le résultat par double implication.

IT Probléme

II.1 Analyse asymptotique des solutions d’une équation différentielle & coefficients
constants

1. On a une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 2 & coefficients constants, de polynome
caractéristique X? + 1= (X —4)(X + ). L’ensemble des solutions réelles est donc :

{z — Acos(z) + Bsin(z) | A, B € R}.

2. Procédons par disjonction de cas :

e si A # 0: alors par opérations sur les limites : lirr(l]Acos(x) + Bsin(z) = A # 0. Donc :
r—r

Acos(x) + Bsin(z) ~ A.

z—0



e sinon : par équivalent classique : sin(x) ~, 7 et donc :
T—r

Acos(x) + Bsin(x) = Bsin(x) ~ Bz

z—0

Remarque : si de plus B = 0, on cherche un équivalent de la fonction nulle, donc il est normal de
trouver un équivalent a 0.

3. Raisonnons a nouveau par disjonction de cas :

e si A=#0: alors :
Acos(z) + Bsin(z) A
\/E xz—07t \/E

qui tend vers oo par quotient (selon le signe de A), et n’a donc pas de limite finie en 07 ;

e siA=0: alors: 1 Bei B
cos(x) + Bsin(x) Bz BVE

~Y
N3 2—0t /T 20+

qui tend vers 0 en 0.

La condition est donc A = 0, et on a alors comme équivalent en 07 : By/z.

I1.2 Résolution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients
variables

On considére dans cette question ’équation différentielle:

1
(E) : 22y 4+ xy + (2° — Z)y =0

dont on cherche les solutions sur I'intervalle |0, +00[. On note S 'ensemble des solutions de (F).

4. On a une équation différentielle linéaire homogéne. L’ensemble S est donc non vide car il contient
la fonction nulle.

Sif,g€eS et ueR, alors par linéarité la fonction h = Af + ug est deux fois dérivable avec :
h/ — )\f/_l_Mgl et hl/ — )\f/l_'_lug//

et ainsi pour tout = €]0; +oo] :

4
= SO (0) 4 g @) + A @) + @) + (- § ) (o) + (o)

= A(#rw e+ (- 1) 1@) 4 (2@ @+ (- 1) ato))
= A0+p-0=0

2 (z) + ok () + <x2 _ 1) h(z)

donc h € S§. Et ainsi S est bien stable par combinaisons linéaires.
5. Soit y une fonction de classe C? sur ]0, +o00] et soit z la fonction définie par:

z: ]0,+00[ — R

v — 2 ?y(z)



(a) Les fonctions y et  — /z sont de classe C? sur ]0; +oo[. Par produit, z est donc de classe C%.

Et on a :
2/337'—>\/5'31/(56)-1-%?;(:6):Qx'yéf};y(x>~

et :
1 1 1 Ar2)" Az .
2 x = ay' (@) + —=y _ daty"(x) + day'(x) — y(2)
T

NG (z) + my/(ﬂﬁ) - my@) N

(b) On procéde par double implication :

e si y est solution de (E) : alors 4zyy + 4wy’ — y = —4x?y. Et en réinjectant dans Pécriture
de 2" on déduit que :

—4a”y(x)
Vo e RY, 2x) = ——=
41'\/5

et ainsi z est solution de I'équation 2" + z = 0.

= —Vy(r) = —2(x)

e si z est solution de I’équation 2" 4 2 = 0 : alors pour tout € R%, on a :

_ A2y (x) + day'(x) — y(2) () = 2?y"(x) +ay'(x) + (2° — 1/4)y(x)

0=2"(z)+z(z) = G NG

et ainsi : 2%y (z) + v/ (z) + (2* — 1/4)y(x).
Donc y est solution de (F).

Ce qui prouve bien ’équivalence, avec :
(E'): 2"+ z=0.
6. On a résolu (E') en premiére partie. Ses solutions sont les fonctions de la forme :

x + Acos(x) + Bsin(z), A, B € R.

7. On déduire que les solutions de (E) sont les fonctions de la forme :

Acos(z) + Bsin(z)
Vv

dont on a vu qu’elles tendent vers une limite finie en 0 si, et seulement si, A = 0. Et ainsi :

T +—r

Bsin(x)

80:{$'—> \/5

|BeR}={Afo| X €eR}

sin(x)
Ve
8. Par construction, les éléments de Sy sont tous prolongeables par continuité en 0, comme ils tendent
tous vers une limite finie (& savoir 0 en 0).

ou fo:x—

sin(z)

VT

Etudions la dérivabilité d’un tel prolongement. Considérons f € Sy. On pose f : x — A

pour
A € R. Et on prolonge f en 0 en posant f(0) = 0. On a alors pour tout > 0 :
f) = 0) _ sin(@) A

~
x—0 T\T 220 /T

et on a donc deux cas :



e si A =0: alors f =0 et le prolongement est bien dérivable (de dérivée nulle) en 0 ;

e sinon : le taux d’accroissement calculé n’a pas de limite finie en 0 (il tend vers +oo suivant le
signe de \). Donc le prolongement n’est pas dérivable.

Et donc la fonction nulle est I'unique élément de Sy dont le prolongement par continuité en 0 est
dérivable.

. Considérons f € §. Procédons par analyse-synthése.

2
Si f(x) ~ @/?x, alors f a pour limite 0 en 0, donc f € Sp.

z—0

Réciproquement, soit f € Sy. Posons f = A\fy. Alors :

) Vi

f(m) z—0 2x P )\\/_ :p%O \/% z%[) \/7 A= \/7

Et ainsi il existe une unique fonction f solution de (F) qui vérifie cette condition, & savoir :

frz— @Sil;g).

fl@) = A

et ainsi :




