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Chapitre 1

Logique et raisonnements

I Assertions

Définition 1.1. On appelle assertion (ou proposition) une phrase qui est soit vraie soit fausse (et pas
les deux).

Une assertion peut dépendre d’une variable z, et on la note alors A(x).

On dit que deuz assertions A et B sont équivalentes, ce que l'on note A = B, si elles ont toujours la
meéme valeur de vérité.

Exemples 1.2.

1. “2 est plus petit que 37 est une assertion vraie ;
2. ‘b est plus grand que 37 est une assertion fausse ;

3. Uassertion A(x) =“c est un nombre premier” dépend de x : elle est vraie si x = 2 et fausse si x = 10
par exemple.

Définition 1.3. St A et B sont deux assertions, on définit les assertions suivantes :
1. (non A) : qui est vraie si A est fausse, et fausse sinon, qu’on appelle la négation, notée —A ;

2. (A ou B) : qui est vraie si l'une des deux assertions est vraie, et fausse sinon, qu’on appelle la
disjonction, notée AV B ;

3. (A et B) : qui est vraie si les deux assertions sont vraies, et fausse sinon, qu’on appelle la conjonc-
tion, notée AN B.

Exemples 1.4. St A =“n est un multiple de 2”7 et B =“n est un multiple de 37, alors :
1. (non A)="n est impair”
2. (A ou B)=*n est divisible soit par 2, soit par 3”
3. (A et B)=n est un multiple de 6” (par théoréme de Gauss)

Définition 1.5. On appelle table de vérité d’une assertion le tableau donnant sa valeur de vérité en
fonction de celles des assertions utilisées pour la construire.

Exemples 1.6. La négation, la disjonction et la conjonction ont pour tables de vérité :

[A]B] AouB] [A][B]AetB]
A | non A V]V V VIV V
V] F VIF v VIF| F
F| VvV F|V v Fl V] F
F|F F F|F| F
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Proposition 1.7. Si A, B, C sont des assertions, on a les propriétés suivantes :
1. non(non A) = A;

2. (AetB)etC=Acet(BetC);

3. (AouB) ouC=Aou(BoulC);

4. Aet(BouC)=(AcetB) ou(AetC);
5. Aou(BetC)=(AouB)et(Aoul);
6. non(A et B) = [(non A) ou (non B)|;

7. non(A ou B) = [(non A) et (non B)].

Démonstration. Par exemple, montrons la derniere. On procede par table de vérité :

| A| B[ AouB|non(AouB)|non A[nonB] (non A) et (non B) |

SIESIRSES
| <[ <
o < <<
<=5 =
<<=
<= <=
<= = =

II Quantificateurs

Définition I1.1. Soit A(x) une assertion dépendant de x, qui décrit un ensemble E :

1. Si, lorsque x décrit E, A(x) est toujours vraie, on écrit :
Ve e B, A(x)

qu’on lit “quel que soit x appartenant o E, A(x)”. C’est le quantificateur universel.

2. S’il existe x dans E tel que A(x) est vraie, on écrit :
dr € E, A(x)
qu’on lit “il existe x appartenant a E tel que A(x)”. C’est le quantificateur existentiel.

Proposition I1.2. Avec les mémes notations, on a :
1. non(Vx € E, A(x)) =3z € E, (non A(x)) ;
2. non(Jz € E, A(z)) =Vz € E, (non A(z));

)

Remarques I1.3. 1. S’il existe un unique x pour lequel A(x) est vrai, on écrit : Ax € B, A(x).

2. L’ordre des quantificateurs est important. Par exemple les assertions :
Ve e E, Jyec E, A(z,y)] et [Fy€ E, Vo € E, A(z,y)]
ne sont pas les mémes : dans la premiere, y dépend de x ; dans la seconde, y est indépendant de x.

Exemples I1.4. 1. L’assertion :
VneN, dneN, n<m
veut dire que : pour tout entier naturel n, il existe un entier naturel m tel que n < m. FElle est
vraie : pour n fixé, l'entier m =n + 1 convient.
2. L’assertion :
dJneN, Vne N, n<m

veut dire que : il existe un entier naturel m tel que, pour tout entier naturel m, n < m. FElle est
fausse : st n =m par exemple, on ne pourra avoir n < m.



III. IMPLICATIONS, RECIPROQUES, CONTRAPOSEES ET EQUIVALENCES 3

IIT Implications, réciproques, contraposées et équivalences

Définition III.1. Soient A, B sont deux assertions.

1. si, dés que A est vraie, alors B est ausst vraie : on dit que A implique B, que l'on note A = B
ou B <= A et que l'on lit “si A alors B”; on dit alors que : A est une condition suffisante pour
B, ou que B est une condition nécessaire pour A.

2. si A implique B et que B implique A : on dit que A est équivalent a B, que l'on note A < B ou
B < A et que l'on lit “A si et seulement si B”; on dit alors que : A est une condition nécessaire
et suffisante pour B.

Les tables de vérités correspondantes sont :

[A[B[A=>B| [A[B][4A<B]
ViV V ViV V
VIF F VI F F
FlV V FlV F
F|F V F|F V

Remarque II1.2. L’ implication A = B ne donne pas les valeurs de vérité de A et de B : elle fait juste un
lien entre les deuz.

Exemples III.3. 1. sin est un entier, alors “n est un multiple de 6” est une condition suffisante, mais
non nécessaire, pour que n Soit pair.

2. si x est un réel, alors “x* = 17 est une condition nécessaire, mais non suffisante, pour que T Soit
égal a 1;
3. si x est un réel, les assertions “x® = —17 et “c = —17 sont équivalentes.
Proposition II1.4. Si A, B sont deux assertions, alors :
1. (A= B) =|(non A) ou B];
2. [non (A= B)|=][A et (non B)];
3. (A& B) = (A et B) ou ((non A) et (non B));
4. non (A< B) = (A et (non B)) ou ((non A) et B).

Démonstration. Par tables de vérité. Montrons par exemple la premiere :

| A= B[non A | [(non A) ou B |

== <[ <] ]
= <= </l

V
F
V
V

< S ES
<| <[

Proposition-Définition I11.5. Si A et B sont deux assertions :

1. on appelle réciproque de l'implication A = B ["implication B = A : il n’y a pas de lien de vérité
entre une implication et sa réciproque ;

2. on appelle contraposée de 'implication A = B l'implication (non B) = (non A) : une implication
et sa contraposée ont méme valeur de vérité, elles sont équivalentes.
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Démonstration.
|A|B|[A= B[B= A|non B|nonA | (non B) = (non A) |
ViV % Vv F F %
VI F F V V F F
F|V Vv F F Vv %
F|F % Vv Vv Vv V

Remarque II1.6. Pour la contraposée, on pouvait aussi constater que :

(A= B) = ((non A) ou B) = ((non (non B)) ou (non A)) = ((non B) = (non A)).

IV Meéthodes de raisonnements

IV.1 Raisonnement par déduction

Méthode IV.1. Pour montrer l'implication A = B, on peut supposer que A est vraie et montrer alors que
B est vraie.

Pour montrer l’équivalence A < B, on peut montrer séparément que les implications A = B et B = A
sont vraies.

Pour prouver que A et B, on montre séparément que A et B sont vraies.

Pour prouver que A ou B, on peut supposer que A est fausse, et montrer alors que B est vraie.
Remarques 1V.2.

1. L’utilisation d’exemple repose sur l'implication :
(x € E et Ax)) = dz € E, A(z).
2. Un contre-exemple repose sur l'implication :

(x € E et non A(x)) = non(Vx € E, A(z)).

IV.2 Raisonnement par disjonction de cas

Méthode IV.3. Lorsqu’une assertion A(x) dépend d’une variable x qui prend des valeurs dans E ou dans
F, pour montrer que A(x) est vraie, on peut montrer que :

1. A(z) est vraie pour x décrivant E ;
2. A(x) est vraie pour x décrivant F.

Remarque IV.4. Les raisonnements par tables de vérités sont des raisonnements par disjonction de cas.

Exemple IV.5. Montrer que, pour tout entier naturel n, le nombre nntl) ost un entier.

2
On procede par disjonction de cas :
— ler cas : sin est pair : on pose n = 2m pour m € N, et alors :

n(n +1) _ 2m(n +1) — i (n+1)eN;

2 2 N~ N —
eN eN

— 2nd cas : sin est impair : on pose n = 2m + 1 pour m € N, et alors :
nn+1) n2m+2)

5 = ) =_n_(m+1)eN

eN  on
n(n+1)
2

Et donc pour tout entier naturel n, on a bien que est un entier.
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IV.3 Raisonnement par contraposition

Méthode IV.6. Pour montrer l'implication A = B, on peut montrer sa contraposée (non B) = (non A).
On peut donc supposer que B est fausse, et montrer alors que A est fausse.

Exemple IV.7. Montrer que si n est un entier tel que n? est pair, alors n est pair.

On procéde par contraposée. On souhaite donc montrer que, sin est un entier naturel impair, alors n? est
mpair.

Soit donc n € N impair. On écrit n =2m + 1 pour m € N. Et alors :

n*=2m+1)> =4m* +4m+1=2-(2m* + 2m) +1
N
€

qui est bien impair. Ce qui prouve la contraposée.
D’ou le résultat cherché.

IV.4 Raisonnement par ’absurde

Méthode IV.8. Pour montrer qu’une assertion est vraie, on peut montrer qu’elle n’est pas fausse. Pour
cela, on suppose que l’assertion est fausse, et on cherche a aboutir a une contradiction, ou a une assertion
dont on sait qu’elle est fausse.

Remarque IV.9. Beaucoup de raisonnements par l’absurde peuvent étre remplacés par des raisonnements
par contraposition (et inversement).

Exemple 1V.10. Montrer que \/5 est irrationnel.

a
Par Uabsurde, supposons que v/2 € Q. On écrit alors : /2 = 7 sous forme irréductible, c’est-a-dire que
a,b € N sont sans diviseur commun autre que 1.

2

En élevant au carré, il vient : 2 = et donc :

a
b_2}
— a? = 2V? est pair, donc a est pair, et on peut écrire a = 2n pour n € N;

L . a>  (2n)?  4n? , ‘
— en réinjectant, il vient : b?* = — = = —— = 2n? est pair, donc b est pair.

D’ot la contradiction, car alors 2 diviserait a et b.

IV.5 Raisonnement par analyse-synthese

Méthode IV.11. Pour montrer qu’un probléme admet une unique solution, on peut procéder en deux temps :

— lanalyse : on montre qu’une hypothétique solution est nécessairement d’une certaine forme (ce
qui réduit les solutions possibles) ;

— la synthése : on regarde, parmi les solutions possibles de l’analyse, lesquelles sont bien des solutions.

Remarque 1V.12. C’est un raisonnement approprié lorsqu’il est plus facile de procéder par implications
plutot que par équivalences.

Exemple IV.13. Résoudre dans R [’équation : /x + 2 = x.

1. analyse : on a les implications :
Ve+2=rs=2+2=0’=>2"-2-2=0

et on arrive donc a une équation polynomiale du second degré, que l’on sait résoudre. On a A =
1-3 143 _ o

14+ 8 =19=232 donc les solutions possibles sont x| = 5> =—1letaxg ==

2. synthése : \Jr1+2=1%# —1 =11 et /x5 + 2 =2 = x5, donc l'unique solution au probléme est 2.
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Exemple IV.14. Montrer que toute fonction réelle définie sur R s’écrit de maniére unique comme somme
d’une fonction paire et d’une fonction impaire.

Soit f : R — R.

1. analyse : on suppose qu’il existe deux fonctions g, h : R — R telles que : g est paire, h est impaire
et f=g+h. SizeR, ona ainsi:

g(x) — h(z) = f(-2)
En prenant la somme et la différence des deux lignes du systeme, on trouve :

donc nécessairement g et h sont définies par les formules ci-dessus.

2. synthese : considérons g, h définies par les formules ci-dessus. Alors, si x € R, on a :
" g(ma) = LERHEE _ FEa @) (1) done g est paire;
— h(—z) = f(fx)ﬂ;(*(fx)) = f(fx);f(x) = —h(z), donc h est impaire ;
— g(x)+ h(z) = f(w)+f(*I)J2rf(x)ff(*w) = f(x), donc f =g+ h.

Ce qui montre bien 'existence et 'unicité d’une telle écriture.

Remarque IV.15. Un probléeme ot on montre existence et unicité d’une solution se préte bien a un rai-
sonnement par analse-synthése : l'analyse montre ['unicité, et la synthese ’existence.

IV.6 Raisonnement par récurrence

Théoréme IV.16 (récurrence simple). Soit A(n) une assertion dépendant de n décrivant N. On suppose
que :
— A(0) est vraie;

— pour toutn € N : A(n) = A(n+1).
Alors A(n) est vraie pour tout n € N.

Théoréme IV.17 (récurrence d’ordre k). Soit A(n) une assertion dépendant de n décrivant N, et k € N*.
On suppose que :

— A(0),A(1),...,A(k — 1) sont vraies;

— pour toutn € N : (Aln—k+1) et Ain—k+2) et ... et A(n)) = A(n+1).
Alors A(n) est vraie pour tout n € N.

Théoréme IV.18 (récurrence forte). Soit A(n) une assertion dépendant de n décrivant N. On suppose que :
— A(0) est vraie;
— pour tout n € N : (A(0) et A(1) et ... et A(n)) = A(n+1).

Alors A(n) est vraie pour tout n € N.

Exemple IV.19. Montrons par récurrence que pour tout n € N : Y7 k? = w.
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— nitialisation : sin =0, on a :

n(n+H@n+1) ikQ-

n(n+1)(2n+1) .

— hérédité : soit n € N tel que Y p_, k* = Alors
— & n(n+1)(2n + 1)
ok = Y KE4n+1)= ; + (n+1)?
k=0 k=0

n(n+1)@2n+1)  6n+1) _ n_gl[n(Qn—i- 1) + 6(n +1)]

(n+1)(n+2)(2n+3)

1
_nt (2n% +Tn +6) =

m+D((n+1)+1)(2n+1)+ 1)6
6

D’ow I’hérédité.
D’ou la récurrence.

Exemple 1V.20. On considére la suite de Fibonacci, définie par :
ug =0, uy =1 etVn € N, U190 = Ups1 + Uy,

Alors on a : ¥n € N, u,, € N, ce que [’on montre par récurrence double :
— anattalisation : on a ug =0 €N et uy =1 € N donc pour n =0 et n =1 le résultat est vérifié ;
— hérédité : soit n € N tel que u,,u,+1 € N. Alors :

Upy2 = Upt1 + Uy € N

car la somme de deux entiers naturels est un entier naturel. Ce qui prouve ’hérédité.
D’ou la récurrence.

Exemple IV.21. On montrera, avec un récurrence forte que tout entier naturel non nul s’écrit (de maniére
unique) comme produit de nombres premiers.
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Chapitre 2

Rappels et compléments de calculs

I Les ensembles de nombres usuels

Définition I.1. On définit les ensembles de nombres suivants :
1. N={0,1,2,...} l’ensemble des entiers naturels;
2. Z=NU-N={...,-2,-1,0,1,2,...} l'ensemble des entiers relatifs;
3. Q= {g |p,q € Z, q # 0} l'ensemble des rationnels ;

4. R l’ensemble des abscisses d’une droite graduée, [’ensemble des réels;
5. C I’ensemble nombres de la forme a +ib ot a,b € R et i®> = —1, l’ensemble des complexes

Et on note N*, Z*, Q*, R*, C* les mémes ensembles privés de 0.
L’ensemble R\ Q est appelé l'ensemble des irrationnels.

Remarque 1.2. On considére parfois aussi l’ensemble D des nombres décimaux : D = {H)Lm |n,m € Z}.

Proposition 1.3. On a les inclusions :

NcZcDhDcQcRcC

et ces inclusions sont strictes.
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II Intervalles et inégalités dans R

Définition IL.1. Sia,b € R, on définit le segment [a;b] comme :

la;0] = {z € R|a <z < b}.

On dit qu’un ensemble non vide I de R est un intervalle s’il vérifie que :

Remarque I1.2. Cela revient a dire qu’un intervalle contient tous les réels entre deux de ses éléments.

Va,be I, [a;b] C 1.

Exemples II.3.

1.

4. R* n’est pas un intervalle car :

5. N n’est pas un intervalle car : 0 € N et 1 € N mais % € [0;1] n'est pas dans N, donc on n’a pas

Proposition I1.4. Tout intervalle non vide de R est d’une (et une seule) des formes suivantes, ou a,b

si o € R, lensemble I = {a} est un intervalle :
— « € I par définition, donc I est non vide;

— soient a,b € I, et x € [a;b] : comme a,b € I, alorsa=b=«; et ainsi « < x < a, donc r = «

appartient bien a 1. Et donc [a,b] C I ;
ce qui prouve bien que I est un intervalle.

tout segment non vide est un intervalle : si I = [a; B] pour a < B, alors :
— a €1, comme a < a<f, donc I est non vide;
— soient a,b € I et x € [a,b] : alors a < x <b. Mais :
—a€l, donca<a<p;
—bel, donca<b<f;
et ainsi; o <a <z <b<f, donca<z<p, doncxecl. Et donc|a,b] C I.
donc I est un intervalle.

si a, B € R vérifient « < 3, alors J =]a; fl={z € R|a <z < B} est un intervalle :
a+p

= €1 :on a en effet que a < B3, et donc :
a+p p—a oa—p
—a= —a= >0ety—p= <0
Y- a 5 o 5 ety —p 5

et donc o <y < f3, donc~y € J;
— soient a,b € J et x € [a,b] : alors a < x <b. Mais :

— a € J, donca <a(<p);

— beJ, donc (a<)b< f;

et ainsi; a <a<x<b<pf, dnca<x<f, donczeJ. Etdonc[a,b] C J.
donc J est un intervalle.

Uinclusion [—1;1] C R*;

inclusion [0;1] C N.

désignent des réels tels que a < b :

1.

2
3
4
5

o
- a;
-]
-]

{a};

a;b) ={r €R|a <z <b};
b={reR|a<xz<b};
a;b) ={r eR|a<xz<b};
a;b[={r €eR|a<x <b};

—1,1 € R* mais 0 € [—1;1] n'est pas dans R*, donc on n'a pas
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6. [a;+oo[={r € R|a <z};
7. Ja;+oo[={z € Rla < z};
8. ] ;

9.1

b={zeR|z<b};
b[={r eR|z <b};

Définition IL.5. Les intervalles précédents définis par des inégalités strictes (resp. larges) sont appelés des
intervalles ouverts (resp. intervalles fermés).
Plus généralement, si I est un intervalle, on appelle :

— wntérieur de I, noté I, lintervalle I privé de ses bornes
— adhérence de I, noté I, l'intervalle I auquel on rajoute ses bornes.

Remarques 11.6.

1. Prendre l'intérieur, c’est “ouvrir” lintervalle : I est le pus grand intervalle ouvert inclus dans I (et
éventuellement I'ensemble vide).

2. Prendre l'adhérence, c’est “fermer” Uintervalle : I est le pus petit intervalle fermé contenant I.

III Racines et puissances

Définition IIL.1. Si z > 0, on appelle sa racine carrée, notée \/x, comme l'unique réel positif ou nul
dont le carré vaut x.

T stx >0

2 _ ()2 7 _
Remarque II1.2. Comme x* = (—x)?, alors Vx { e siz<0

Proposition II1.3. Soient x,y positifs. Alors :
Ty =V yet\/j:— siy#0).
Vv vy ey o NG ( )

Démonstration. Par définition, on a /z,/y sont positifs, donc leur produit aussi. Et :

2
(Vevy) = (Vo) (Vy)? = zy
d’ou la premiere égalité. On procede de méme pour le quotient. O

Remarques I11.4.
1. on utilise les carrés parfaits pour simplifier les racines : 1,4,9,16,25,36,...,289,324,361,... ;

2. on éuite de garder des racines au dénominateur dans un quotient. On simplifie une fraction en

multipliant par \/a, v/a — Vb ou \/a + Vb pour les faire disparaitre.

Exemples IIL.5.
1. V180 = /36 x 5 = 6+/5 ;

V5 57

1 VI1+V3

S =7 .
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Définition I11.6. S7 x € R et n € N, on note :

1 st =
n i
" = Lo z stn>0
—
n fois

Six#0etneZ_, onnote :

(—n) fois
Remarque IIL.7. On peut aussi définir " (pour n € N) récursivement, par :

" 1 sin=20
T -z stin >0

Proposition IT1.8. Siz,y € R et n,m € N :

et ces formules restent valables pour n,m € Z si x,y # 0.

IV Manipuler des égalités et des inégalités

Proposition IV.1. Si a,b € R, alors :

1. sic#0 :a=0 si, et seulement si, ac = bc;

2. sia=0, alors a> =1?;

3. ab =0 si, et seulement si, a =0 ou b=0;

4. pour tout fonction [ définie en a et b : si a =0, alors f(a) = f(b).
Remarque IV.2. La derniere proposition n’est en général pas une équivalence. Par exemple, pour une
fonction constante, l’égalité f(a) = f(b) est vérifiée peu importe la valeur de a et b.

De maniére moins extréme, on verra que : cos(a) = cos(b) & a = +b+ 2kn, k € Z.
On a une équivalence si tout élément posseéde au plus un antécédent par f, comme dans l’exemple qui suit.

Exemple IV.3. Soit a,b € R. Montrons que a = b < e® = e’ :
— sia =0 : alors en appliquant la fonction exp : e* =€’ ;
— si e = e’ : alors en appliquant la fonction In : In(e®) = In(eb), c’est-a-dire a = b.
Ce qui montre l’équivalence voulue.
Proposition IV.4. La relation < est compatible avec 'addition et la multiplication de la maniére suivante :
1. sia,byec,de R :(a<betc<d)=a+c<b+d;
2. sia,b,ceR avecc>0:a<b= ac<bc;
3. sta,b,ceR avecc <0 :a<b=bc<ac;
4. sta,bye,deR:(0<a<betO<c<d) =0<ac<bd.

Remarque IV.5. On ne divise ni ne soustrait des inégalités. On se ramene a des additions ou des multi-

plications en utilisant :
— sta,beR:a<b&s -b< —a;

— st a,b e R* sont de méme signe : a < b &

S =
VAN
Q|
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Méthode IV.6. Etant donnés deuz réels a,b positifs :
1. pour magorer a + b, il suffit de magjorer a et b;
2. pour majorer a — b, il suffit de magjorer a et de minorer b;
3. pour magjorer a X b, il suffit de majorer a et b;

a
4. pour majorer 7 il suffit de majorer a et de minorer b.

Et on a des résultats analogues pour les minorations.

Exemple IV.7. Supposons que a € [1;4] et b € [1/2;3]. Alors :
1. a+be[3/2,7];
2. a—be[-27/2;
3. axbel[l/2;12];

a
4. 7 € [1/3;8].
Proposition IV.8. Si a,b € R, alors :
— ab > 0 si, et seulement si, a et b sont non nuls de méme signe ;
— st ab < 0 si, et seulement si, a et b sont non nuls de signes opposés.

Démonstration. Par disjonction de cas. O]
Proposition IV.9. Si ay,...,a, sont des réels de méme signe, alors :
ai+-+a,=0&a,=---=a, =0.

Démonstration. On montre séparément les deux implications :
< siay =---=a, =0, alors on a bien a; +---+a, =0;
= Quitte a tout multiplier par —1 on peut supposer que les a; sont positifs ou nuls.
Raisonnons par contraposée : on suppose que 1'un des a; est non nul, c’est-a-dire qu’il existe iy €
[1;n] tel que a;, > 0.
Mais comme tous les a; sont positifs ou nuls, alors :

a1+a2—i—---+an2ai0>0

donc a; +---+a, #0.

V La valeur absolue

Définition V.1. Si x € R, on appelle valeur absolue de x, notée || le réel :

x stx >0
|x|: -z s1x <0

Remarques V.2. 1. Une valeur absolue est toujours positive ou nulle.

2. SizeR :—|z| <z <|z|, et U'une des deux inégalités est une égalité.

Proposition V.3. St z,y € R :
1. |x| =Va?;

2. jz|=0<2=0;
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| ol
9. Joyl = lal x y| et 5\ ol oy £ 0y

Y|
4.l =yl e =y (r=your=—y);
S x| <ye —y<z<yet|lr|>ysr>youxr < —y.

Démonstration.
1. déja vu avec les racines;
2. découle du 1.;
3. découle du 1.;
4

. On procede par disjonction de cas :
— si x et y sont de méme signe :

2| =yl S r=y = (r=youzs=—y)

car, x et y ayant méme signe, 'assertion x = —y est soit fausse (donc ne change pas la valeur
de vérité), soit vraie, mais alors x = y = 0, donc P'assertion x = y est déja vraie;
— si x et y sont de signes opposés :

lz| =yl e r=—-y< (r=—youz=y)

car, r et y ayant des signes opposés, I'assertion z = y est soit fausse (donc ne change pas la
valeur de vérité), soit vraie, mais alors x = y = 0, donc l'assertion z = —y est déja vraie;

5. On procede par disjonction de cas :
— six >0 : alors || = z et donc :

7| <y i<r<ye -—y<0<z<ye-y<rly.
— siz <0:alors |z| = —2 et donc :
[z <y 0<—r<ye —y<a<0e-—y<zy.

ce qui prouve la premiere équivalence.
On procede de méme pour la seconde équivalence :
—six>0:
x| >y r>yse (z>your < —y)

ou la derniere équivalence vient du fait que :
— siy > 0 : alors x < —y est fausse, donc ne change pas la valeur de vérité;
— siy <0 : alors z > y est vraie, donc la valeur de x < —y n’a pas d’incidence;;
—six<0:
z| >ye —r>yecr<ys (r>youx < —y)

ou la derniere équivalence vient du fait que :
— si y > 0 : alors x > y est fausse, donc ne change pas la valeur de vérité ;
— 81y <0 : alors z < —y est vraie, donc la valeur de x > y n’a pas d’incidence;;

Remarques V.4.

1. siy < 0, alors les équivalences dans 5 sont triviales (dans le sens ot elles sont non seulement
évidentes, mais qu’en plus elles n’apportent rien comme information) :
— linégalité |z| < y sera toujours fausse, de méme que l'inégalité —y < x <y (car elle impliquerait
que —y <y, qui est évidemment fausse);
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— linégalité |z| > y sera toujours vraie, comme le fait que x >y ou que x < —y. On a en effet :

T>y & x€y;+oof
< -y & x€ — o0~y

et l'union de ces deux intervalles forme bien toute la droite des réels.
2. Siy>0, onaméme :|z|<yea®<y?etl|r]>ye >y’

3. Dans le point 5., on aurait pu déduire la seconde équivalence par négation de la premiere (en traitant
a part le cas ot |z| =y).

Corollaire V.5. Sia,b € R avec b > 0, 'ensemble des réels x tels que |x—a| < b est le segment [a—b; a+1].
Définition V.6. Si x,y € R, la quantité |x — y| est appelée distance entre x et y.
Remarque V.7. L’intervalle [a — b;a + b] correspond a ’ensemble des réels a distance au plus b de a.

Théoréme V.8 (Inégalité triangulaire). Si z,y € R, alors :
1oz +yl < [+ yl;
2. [z = [yl| < |z —yl.
De plus, il y a égalité dans les deux cas si, et seulement si, x et y sont de méme signe.
Démonstration. 1. On utilise que —|z| <z < |z] et —|y| <y < |y|.
Done : — (|2 + |y]) <@ +y < ||+ |y.
Dot : |z +y| < [z[ + |yl.

2. On utilise I'inégalité précédente :
[z =|(z —y) +yl < |z —y|+ |yl

donc [z] — Jy| < [z —y].
En échangeant les roles de z et y, on trouve : |y| — |z| < |y — z| = |z — y].
Done : —fz —y| < |z = [y| <[z —yl.
Et ainsi : ||z] — |y|| < |z —y].
Pour les égalités, on a :

|z +y| = 7| + |yl & (& +y)* = (|2 + |y))* & 2y = |2 x |y| = |vy| & 2y > 0.

o] = Jyll = |z =yl & (2] = [y)* < (x = 9)* & |2y = 2y & 2y > 0

Dans un cas comme dans 'autre, on a égalité si, et seulement si, xy > 0, c¢’est-a-dire si, et seulement si, x
et y sont de méme signe. O]

Remarque V.9. Comme |y| = | — y|, on a plus synthétiquement :
|z = [yl <z £ y| < |z| + [yl

Corollaire V.10. Si xy,...,x, sont des réels, alors :
n

>
k=1

avec €qgalité si, et seulement si, tous les x; sont de méme signe.

:|x1—|—x2+~~~+xn|S\I1’+|$2|+~--+|$n|22|$k’
k=1
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Démonstration. Par récurrence. O

Proposition V.11. La fonction x — |x| a pour courbe représentative :

5 -4 -3 -2 10 1 2 3 4 5

VI La partie entiere

Théoreme-Définition VI.1. Si x € R, il existe un unique n € Z tel que n < x <n + 1.
Cet entier n est le plus grand entier inférieur ou égal a x, et est appelé la partie entiére de x, notée |z].

Démonstration. Voir dans un autre chapitre. O
Proposition VI.2. Siz € R et n € Z, alors n = x| si, et seulement si : x —1 <n < z.

Démonstration. On applique directement la définition. Avec les mémes notations, on a :

n—LxJ@n§x<n+l<:>{ ;L i i—i—l <:>{ x—? i i sSr—1<n<uz.
O
Remarques VI.3.
1. La partie entiére se lit bien sur les décimales pour les nombres positifs : |1,32] = 1 mais

|—1,32] = —2.
2. Pour manipuler ou faire apparaitre des parties entieres, on utilisera systématiquement ['une ou
l'autre des inégalités précédentes.
Exemple VI.4. Sin € N* qvec n > 2, alors : (n + %)2 =n2+2+ %
Donc :n?>+2< (n—}—%)z <n?+3.
Et ainsi : L(n + %)ZJ =n?+ 2.

Proposition VI.5. Siz € R et n € N, alors : |z +n] =n+ |z].

Démonstration. Par définition de [z|,on a: |z| <z < |z|+ 1.
Donc, en rajoutant n : |z|+n <z +n < |z]+n+ 1.
Et, comme |z | 4+ n est un entier, on a bien le résultat voulu. O

Proposition VI.6. La fonction x — |x| a pour courbe représentative :
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VII Equations et inéquations de degré 2 ou moins

Proposition VIL.1. Soient a,b € R avec a # 0. Alors l’'équation ax + b = 0 admet pour unique solution le

réel ——.
a

Remarque VIIL.2. Sia =0, [’équation ax +b =0 se réécrit b =0, et donc :
— n’admet aucune solution si b # 0
— admet tout réel pour solution si b= 0.

Proposition VII.3. Avec les mémes notations, l'inéquation ax + b > 0 admet pour ensemble solution :
— Ulintervalle | — b/a;+o00| si a > 0;
— Uintervalle | — co; —b/a] si a < 0.

Démonstration. Par manipulation d’égalité ou d’inégalité, en raisonnant par équivalence. O

Remarque VIL.4. Pour éviter les erreurs de signes, on peut regarder ce qui se passe en l'infini dans les
inégalités, pour étre sur de ne pas s’étre trompé.

Proposition VIL5. Soient a,b,c € R avec a # 0. On pose A = b> —4ac. Alors l’équation ax® +bx+c=0 :

b+ VA

a
— n’admet pas de solution réelle si A < 0.

— admet pour solutions réelles : siA>0;

Démonstration. Avec les mémes notations, on a :

ar’ +br+c=a x2+éx—i—g =alz®+2 i x+ﬁ—b—2+@ =a x+i 2— A
B a a) 2a 4a2  4a?  4a%) 2a (2a)?

et on a ainsi :
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— si A >0 : on a les équivalences :

) 2
ar’+br+c=a x—l—i — @ =a x—l—b_\/z :L’—l—b—ip\/Z
2a 2a 2a 2a

et on conclut par regle du produit nul;
— si A < 0 : alors pour tout réel x :

2
A
ar’ +br+c=a <x+i) —(— #0

2a 2a)?
——
>0 >0

N

>0 donc #0
donc I’équation n’a pas de solution réelle.

]

Remarque VIL.6. Si A =0, il n’y a qu’une seule solution, et on parle de solution double.

Corollaire VIL.7. Avec les mémes notations, si A > 0 et que l’on note x1, x5 les solutions de ax®+bx+c = 0
avec x1 < Tg, alors :

ar’ +br +c=a(r —x1) (z — 19) .
Proposition VIL.8. Avec les mémes notations, la quantité axz?® + bx + ¢ est :

— du signe de a sur | — oo; x1[U]xe; +00[, du signe de —a sur |xi,zo[ si A >0, et nulle seulement en
Ty et o ;

— du signe de a sur R si A < 0.

a<0 a>0

xXr
A <0
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Démonstration. Découle de I’écriture précédente. O

Remarque VII.9. La encore on peut regarder ce qui se passe en l'infini dans les inégalités, pour étre sur
de ne pas s’étre trompé de signe.

VIII Techniques de résolutions d’équations et d’inéquations

Exemple VIIIL.1. Résolution de l’équation x = v/x + 1.
A cause de la racine, on cherche les solution dans [—1;+oo[. Mais, comme on doit avoir x = vz + 1,
alors x aussi doit étre positif. On cherche donc les solutions dans [0; +oo[= R,..

Pour x € Ry, on a l’équivalence :
r=vVr+lert=x+1

ot la premiére équivalence est directement la définition de la racine carrée de x + 1 (I'unique réel positif
dont le carré vaut x + 1). On souhaite donc résoudre dans R, ['équation z*> —x — 1 = 0.
On a une équation du second degré de discriminant A = 1 —4.(=1) -1 = 5. Donc les racines sont

1+5 1-+5
5 = .

et o 5

On a bien que x1 > 0, mais xo < 0 n'est pas solution : donc l’équation admet pour unique solution

14++5 N

T = .

2

Xr1 =

Exemple VIIL.2. Résolution de l’équation 222 + 2zy — 2v + y?> +1 = 0.
Ona:y*+2ry+2i=(y+z)?etr?—2r+1=(z—1)>

Donc l’équation est équivalente a : (y + z)*> + (x — 1) = 0.

Comme un carré (de réel) est positif, on a donc :

(y + x)?
(z —1)2

2 2 _ 0 =1
(y+x)+(x—1)—0(:){ 0 @{y:—x:—l

donc lunique solution est (z,y) = (1,—1).

Exemple VIIL.3. Résolution de l'inéquation /v — 1 < /222 — 5.
On a l’équivalence :

Vi—1<V2r2—-5o0<zr—-1<2%?-5

On traite séparément les deux inéquations :
—0<z—-1er>1sxe(l;+oo[=5;
— 2 —-1<222 -5 0< 222 —x—4 : on reconnait un trinome du second degré, de coefficient
dominant positif, qui est donc positif a l'extérieur de ses racines.

1++/33 1—+/33

Ses racines sont 11 = ———— et 19 = — Donc la deuzieme inéquation a pour ensemble
solution Sy =] — o00; l_ﬁ] U [Hﬁ; +ool.

Comme %@ <1 et que %@ > 1, on déduit que [’équation admet pour ensemble solution :

1

Exemple VIIL.4. Résolution de l'inéquation |z — 1| < |2z — 3|.
Par propriétés des valeurs absolues, on a les équivalences :

lz—1] < |22-3| & (2—1)* < (22-3)* & 0 < (z—2)(32—4) < 0 < 3(x—2)(z—4/3) & = €]—o0; %]U[Q; +00].
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ou, pour la derniére équivalence, on reconnait a nouveau un trinome du second degré, de coefficient domi-
nant positif, dont les racines sont % et 2.

4
Et donc ’ensemble solution est : | — 0o; =] U [2; +00].

3

Autre méthode : on peut procéder par disjonction de cas pour éliminer les valeurs absolues. On trouve alors
les solutions selon les valeurs de x :

3 3
— .1 1.2 2
. |~ o0.1] 1.0 2. tool
|z — 1| 1—x r—1 r—1
122 — 3] 3—2z 3—2z 2 —3
lt—1|<|2z-3||1—-2<3-2z|z—-1<3-2zx|z—-1<2r-3
4
S <2 @xgg S x> 2
4
S Sl :]—OO,].] ‘92: [Lg] 53: [27+OO[
4
Et on trouve finalement que : S = Sy U Sy U S3 =] — 00; =] U [2;400].

3

Exemple VIIL5. Résolution de l’équation L% —2r+ 3] =—1.
L’équation est équivalente a l'inéquation :

2
e
- 3

dont on résout séparément les deux parties :

— on procede par équivalences :

5
—2 - <0
x+3

—1<x——2x+§ & —3<22—6x+5

6 —2

dont les racines sont : —— = 2 et

pour x €] — 00; 2] U [4; +00].
— on raisonne de la méme maniere :

6+ 2

S 0<22—6x+8

On a donc un trinome du second degré, de coefficient dominant positif, de discriminant A = 4 = 22,

= 4. Donc finalement la premiére inégalité est vérifice

%2—2x+§<0 s 22—6x+5<0

On a encore un trinome du second degré, de coefficient dominant positif, de discriminant A = 16 =

6—4 6+4

4% dont les racines sont : —5 = 1 et

pour x €]1;5].

Donc l’ensemble solution de l’équation est :

= 5. Donc finalement la seconde inégalité est vérifice

(] = 005 2] U [4; +oo[) NJ1; 5[=]1; 2] U [4; 5].



Chapitre 3

Rappels et compléments sur les fonctions
numeériques

I Généralités sur les fonctions

I.1 Domaine de définition

Définition 1.1. Si D est une partie non vide de R, fonction numérique f définie sur D est la donnée
pour tout élément x € D d’un unique réel noté f(x).
L’ensemble D est appelé domaine de définition.

On notera alors : f : { 1; : fI(Rx) :

Remarque 1.2. En général, une fonction sera donnée par une formule : auquel cas, son domaine de défi-
nition est la ou la formule a bien un sens.

Exemple 1.3. Considérons la fonction définie par f(x) = v4 — x2.
Alors la formule f(x) n'a de sens que lorsque 4 — x* > 0, c’est-a-dire que Dy = [—2;2].

Définition 1.4. Si f est une fonction définie sur D, et A C D un sous-ensemble de D, on définit la
restriction de f a A comme la fonction notée f|4 définie sur A qui coincide avec f :

A —- R
U By

Inversement, on dit que f est un prolongement de f|4.

Exemple 1.5. La fonction x — \/52 est la restriction de la fonction v — x a R,.

Définition 1.6. Si f est une fonction définie sur D et A est une partie de R, on dit que f est a valeurs
dans A si : pour tout x € D, f(x) € A.

D —- A . D - R
On notera alors [ : { v = f(x) au lieu de f : { v = f@)

Exemple 1.7. La fonction sin est a valeurs dans [—1;1]. Sa restriction a [0; 7] est a valeurs dans [0;1].

Définition 1.8. Soient f une fonction définie sur D et a valeurs dans A, et g une fonction définie sur A.
On dit alors que g et f sont composables, et on définit la composée de g et f comme la fonction notée
go f, définie sur D par :

D — R
9°f'{ r o g(f(2)

21
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Exemple 1.9. La fonction f : x + x*+1 définie sur R est a valeurs dans [1; +oo|. Donc elle est composable
avec la fonction g : x +— /x — 1. Et on a :

Ve eR, go f(z) =/ (22 +1)—1=Va? = |z].

Proposition 1.10. Si f, g sont deux fonctions définies sur un méme ensemble D, alors on peut définir les
fonctions :

1. somme de f et g, notée f + g, définie par : f +93{Z : I?(:c)Jrg(x) "
D —- R

2. produit de [ ct g, notée fg, définie par : fg ‘{ v = fla) xg(x)

On définit de méme, pour A € R, la fonction \f.

D —
!
q ' T =

~ =

St g ne prend jamais de valeur nulle, on définit le quotient de f et g, notée i, par :
g

K

—~
8

~—

I.2 Graphes, images et antécédents

Définition I.11. Si f est une fonction définie sur D, et x € D, y € R tels que f(x) =y. On dit que :
1. y est l’'smage de x ;
2. x est un antécédent de y.
Remarque 1.12. Une image est unique, tandis qu’un réel peut avoir aucun, un, plusieurs ou une infinité
d’antécédents.
Exemple 1.13. On considére la fonction cos définie sur R. Alors :
1. l"image de 5 est 0 ;
2. les antécédents de O sont les 5 + km pour k € Z;
3. tout y tel que |y| > 1 n’a pas d’antécédent.

Définition 1.14. Si f est une fonction définie sur D, son graphe, ou sa représentation graphique, est
l’ensemble Cy défini par :

Cy ={(z, f(z)) |z € D}.
Remarque 1.15. Autrement dit, pour tout x,y € R, on a :
(x,y) eCr e rxeDety=f(x)

donc, a abscisse donnée, il y a au plus un point sur le graphe.

3 3|
2,,
1,,
1 2 3 2
_2,,
_3 | _3

Pas un graphe. Un graphe.
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1.3 Fonctions bornées

Définition 1.16. On dit qu’une fonction f : D — R est majorée par M € R si :
VeeD, flx) <M

et on dit alors que M est un majorant de f.
On dit qu’elle est minorée par m si :
Ve eD, f(x)>m

et on dit alors que m est un minorant de f.

On dit enfin que [ est bornée si elle est majorée et minorée.

Remarques 1.17.

1. Graphiquement, cela se voit : la courbe de f est limitée en ordonnée (vers le haut, vers le bas ou
les deuz).

2. S7il existe, un magjorant (ou un minorant) n’est jamais unique.
Définition 1.18. On dit qu’une fonction f : D — R posséde un mazximum (resp. minimum) en x € D
si f(x) est un majorant (resp. un minorant) de f.
On dit plus généralement que f a un extremum en x si elle atteint son mazrimum ou son minimum en x.
Exemples 1.19.

1. la fonction x — x* est minorée (elle admet méme 0 pour minimum), mais n’est pas majorée ;

2. la fonction x — €® est minorée (par 0), mais non majorée ; et elle n’admet pas de minimum

3. la fonction x — sin(z) est bornée; elle admet 1 comme mazximum et —1 comme minimum, qui sont

respectivement atteints en tous les § + 2km et —5 + 2kw, pour k € Z.

Proposition-Définition 1.20. Si f : D — R, son maximum, s’il existe, est unique. On ’appellera donc le
mazimum de f.
1l en est de méme pour le minimum.

Démonstration. Supposons que f possede un maximum atteint en a et en b, pour a,b € D. Alors :
— comme [ atteint son maximum en a : Vo € D, f(z) < f(a). En particulier, pour x = b, on trouve :

f(b) < f(a).
— comme [ atteint son maximum en b : Vo € D, f(z) < f(b). En particulier, pour x = a, on trouve :
fla) < f(b).
Et ainsi : f(a) = f(b), ce qui assure ['unicité (sous réserve d’existence).
L’unicité du minimum se montre de méme. O

Remarque 1.21. 1] se peut en revanche que le maximum ou le minimum soit atteint en différents éléments
de D. Par exzemple, la fonction sin atteint son mazimum (a savoir 1) en tous les T + 2km, k € Z.

D —- R
z = |f(z)]

Proposition 1.22. La fonction f: D — R est bornée si, et seulement si, la fonction |f] : {

est majorée.

Démonstration.
— si |f| est majorée par M : alors pour tout z € R, on a : |f(z)] < M, et donc : —M < f(z) < M,
donc f est bornée (minorée par —M et majorée par M) ;
— réciproquement : si f est minorée par m et majorée par M, alors : Vo € D, m < f(x) < M. Et

—f(z)

<
donc : { f(z) - —]\iz donc | f] est majorée par max(M, —m).
N O
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I.4 Monotonie

Définition I.23 (Fonction monotone). Si f est définie sur D, on dit que f est :
1. eroissante si pour tous v,y € D :x <y = f(z) < f(y);
strictement croissante si pour tous v,y € D :x <y = f(z) < f(y);
décroissante si pour tous x,y € D : x <y = f(x) > f(y);
strictement décroissante si pour tous r,y € D :x <y = f(x) > f(y);

monotone si elle est croissante ou décroissante ;

SN

strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement décroissante.

Remarque 1.24. Pour appliquer une fonction a une inégalité, on a besoin de connaitre sa monotonie. La
stricte monotonie est méme nécessaire si on veut manipuler des inégalités strictes, ou si on veut raisonner
avec des équivalences.

Exemples 1.25.

1. La fonction exp est croissante sur R.

. 1 . :
2. La fonction x — — est décroissante sur R* et sur R : elle n’est en revanche pas décroissante sur
x
R* car :

1<1t1 1<1 !
—_ el — = — = —.
1 - 1

3. La fonction x v+ 22 est :
— strictement décroissante sur R_ car :

r<y<0=0<—y<—-2a2=0<¢y*<2?
— strictement croissante sur Ry car :
0§x<y:>0§3:2<y2
ou dans chaque cas on a multiplié par elle-méme une inégalité dont tous les termes étaient positifs
(ce qui est parfaitement licite).

Proposition 1.26. Si f a pour graphe Cy, alors :
1. f est croissante si, et seulement si, Cy “monte” quand on va vers la droite ;
2. f est décroissante si, et seulement si, Cy “descend” quand on va vers la droite.

Remarque 1.27. La monotonie se comporte assez mal avec la somme, mais trées mal avec les produits
(comme les inégalités en général).

Proposition 1.28. Si f et g sont deux fonctions composables monotones, alors g o f est aussi monotone,
et elle est :

1. croissante si f et g ont méme monotonie;

2. décroissante sinon.
De plus, si f et g sont strictement monotones, alors g o f ausst.

Remarque 1.29. Dans le cas de stricte monotonie, on a bien besoin de la stricte monotonie de f et de g.
Par exemple, si f ou g est constante, alors fog est constante donc ne peut pas étre strictement monotone.

Démonstration.
Soient z,y € D avec x < y :
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— si f est croissante : alors : f(z) < f
— si g est croissante : g(f(x)) < g(

— si g est décroissante : g(f(x)) >

— si f est décroissante : alors : f(z) >
— si g est croissante : g(f(z)) > g(f

— si g est décroissante : g(f(z)) <

Ce qui montre bien les cas de monotonie.
La stricte monotonie de montre de la méme maniere, en considérant partout des inégalités strictes. O

< f(y) et donc :
<g(f(y);
9(f(¥);

(y) et donc :
Y));

/

)

f
());
9(f(¥));

I.5 Bijections

Définition 1.30. Si I et J sont deux parties de R, on dit qu’une fonction f : I — J réalise une bijection
de I sur J si tout élément de J admet un unique antécédent par f dans I.

On note alors f=1 la fonction définie sur J qui a tout y € J associe son unique antécédent par f.

La fonction f~1 est appelée bijection réciproque de f.

Exemple 1.31.
1. La fonction x — e réalise une bijection de R sur R : sa réciproque est la fonction :

J R - R
ln.{ r +— In(z)

R, — R,

5 est bijective, et sa bijection réciproque est la fonction racine carrée.
= T

2. La fonction {

La fonction x — 2 réalise aussi une bijection de R_ sur R, , mais alors sa bijection réciproque est

T —/T.

Remarque 1.32. Pour f: I — J bijective, on a :
Veel, Vyeld fr)=ysy=f"(z)

et étudier la bijectivité de f revient a étudier I’équation f(x) =y, et étudier son nombre de solution :
— on restreint l’ensemble d’arrivée (les y) pour que tout élément y ait au moins une solution ;
— puis on restreint [’ensemble de départ (les x) pour que tout y ait au plus une solution.

R\{2} —- R
z+1 -
T = I
Soit y € R. Déterminons les antécédents de y :

Exemple 1.33. Soit f :

et donc :
— sty =1 :y na pas d’antécédent ;
— sty # 1 :y a pour unique antécédent x = 2y+11
Donc f n’est pas bijective de R\ {2} sur R. Mais elle Uest de R\ {2} sur R\ {1}, et sa bijection réciproque

est :
flz{R\{l} - R)\{2}

2y+1
Y = T

Définition 1.34. Si I est une partie de R, on définit la fonction identité sur I, notée id;, comme la
fonction définie sur I par :Vz € I, id;(z) = x.
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Proposition 1.35. Si f : [ — J est bijective, alors :
1. fOf_1 = idJ,'
2. fTlof=ids;

3. f~1 réalise une bijection de J sur I, avec (f~1)"" = f.

Démonstration.
1. Siy € J, comme f~(y) est un antécédent de y par f (c’est méme le seul), alors f(f~1)(y) = y;

2. Siz €I, alors f(z) est 'image de z par f, donc x est 'unique antécédent de f(z); mais f~(f(z))
aussi, donc z = f~1(f(x));

3. Soit x € I. Procédons par analyse-synthése pour déterminer les antécédents de x par f~! dans J :
— analyse : soit y € J un antécédent de x par f~!. Alors f~!(y) = x. Et en composant par f, par
le point 1., il vient : f(x) = fo f~'(y) =y, ce qui assure I'unicité d’un antécédent.
— synthese : par le point 2. : f71(f(z)) = x, donc f(z) est bien un antécédent de x, ce qui assure
Iexistence.
Donc tout élément de I admet un unique antécédent par f~' dans J, et cet élément est f(z), ce
qui montre bien que f~! est bijective, de bijection réciproque f.

O

Proposition 1.36. Si f est strictement monotone sur I, alors f réalise une bijection de I sur J = f(I) =

{f(z) |z €I}

De plus, sa réciproque f~1 a méme monotonie que f.

Démonstration. Supposons par exemple que f est strictement croissante.

Soit y € J : alors il existe x € [ tel que f(x) = y par définition de J, donc y a un antécédent.

Soient x1,zs sont deux antécédents de y. Quitte a échanger z1 et x5, on peut supposer que zr; < 9. Si
r1 < xg, alors y = f(x1) < f(z2) = y par monotonie, ce qui est impossible. Donc z; =

Donc y a un unique antécédent, et f est bijective.

Soient y1,ys € J tels que y; < yo. Notons y; = f(x1) et yo = f(x2) pour z1,x9 € I. Nécessairement on a :
Ty < Ty (car z; > xo impliquerait que y; > yo). Mais 2y = f~H(y1) et xo = [~ ().

Donc f~1 est strictement croissante.

Le cas ou f est strictement décroissante se montre de la méme maniere. O

Remarque 1.37. Une bijection n’est pas nécessairement monotone. En revanche :
— g1 elle est monotone, elle [’est strictement.
— de maniére plus subtile, si elle est continue et définie sur un intervalle, elle est strictement mono-
tone.

II Fonctions affines

Définition I1.1. Une fonction affine est une fonction définie sur R par une relation du type :
VeeR, f(z)=ax+b

ot a,b € R sont respectivement la pente et ['ordonnée a l’origine de la fonction f.

Remarques 11.2.

1. Les fonctions constantes sont des fonctions affines : ce sont exactement celles de pente nulle.

2. Une fonction affine est dite linéaire si son ordonnée a l'origine est nulle.
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Proposition I1.3. Les fonctions affines sont exactement les fonctions dont les graphes sont des droites.
Réciproquement, toute droite non verticale du plan est le graphe d’une (unique) fonction affine.
De plus, la fonction considérée est linéaire si, et seulement si, la droite associée passe par l’origine.

Démonstration. Si f est une fonction affine, notons a,b € R tels que f : x — ax + b. Alors le graphe de f
est ’ensemble :
Cr={(z,y) e R?|y = ax + b} = {(z,y) € R*|ax — y = b}

qui est bien I’équation d’une droite (non verticale comme le coefficient devant y est non nul).
Réciproquement, considérons une droite D non verticale, et notons axr + Sy = < une équation de D.
Comme cette droite est non verticale, alors nécessairement 5 # 0. Et donc :

87

DI{(fv,y)€R2|ax+ﬁy=7}={(x7y)GRQIyz—B

a:—i—%}

qui est donc le graphe de la fonction affine : f : x +— 2z + 2

g B

Enfin, avec les mémes notations on a :
0,0)eD<= f(0)=0<a-0+b=0<b=0
ce qui donne bien I'équivalence voulue. O]

Proposition I1.4. Etant donnés deuz points M (z1,y1) et N(xo,y9) distincts et non verticalement alignés,
la droite (M N) est le graphe de la fonction affine © — ax + b avec :

Y2 — U1 TaY1 — T1Y2
a = etb=1y, —ar|, =y, —ary = ———.
To — 1 To — 1

Démonstration. Avec les notations précédentes, on a le systéme suivant :

Y1 axry +b
Yo = axy+0b

d’inconnues a et b :
— en soustrayant les deux équations : on obtient y; — yo = a(x; — x2), ce qui donne la bonne valeur
de a; le fait que M, N ne soient pas verticalement alignés assure au passage que x; # o, et donc
r1 — 22 #0;
— en réinjectant la valeur de a, on déduit b.

]

Remarque I1.5. La droite (M N) étant aussi la droite (N M), il est rassurant de voir que a et b ne changent
pas quand on inverse les indices dans les expressions précédentes.

Proposition I1.6. Soit f : v +— ax + b une fonction affine. Alors :
— sia =0 : f est constante;
— sia >0 : f réalise une bijection strictement croissante de R dans R ;
— sia <0 : f réalise une bijection strictement décroissante de R dans R.
De plus, dans les deuzr derniers cas, la bijection réciproque de f est :
1 b
A e -
a a
Démonstration. Le cas a = 0 est immédiat.
Traitons le cas a > 0 pour la monotonie. Soient x1,z9 € R. Alors :

T < Ty :>Oax1 <ary = ar;+b<are+b= f(r1) < f(xg)
a>
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ce qui assure bien que f est strictement croissante.
Le cas a < 0 se traite de meme.
Pour la bijection réciproque, considérons z,y € R et supposons que a # 0. Alors :

1 b
y=fr)eoy=ar+bsy—b=ar & rv=-y——.
a#0 a a
Ce qui assure bien la bijectivité de R dans R, avec la bonne bijection réciproque. O]

Remarque II.7. On note au passage que la réciproque d’une fonction affine (de pente a # 0) est aussi une

fonction affine (de pente —). Plus généralement, on peut voir que : la composée, la somme, la différence

ou la multiplication par une constante de fonctions affines sont aussi des fonctions affine.

ITI Tracé d’une fonction

ITI.1 Symétries
— —
iy J),

Proposition IIL.1. Soient f une fonction définie sur D, de graphe Cy dans le plan muni du repére (O,
et a € R. Alors :

I

%
1. le graphe de x — f(z) + a est le translaté de Cy par le vecteur a j ;

%
2. le graphe de x — f(x + a) est le translaté de Cy par le vecteur —a i ;

3. le graphe de x — af(x) est le dilaté de Cy par Uaffinité orthogonale (x,y) — (z,ay) ;
4. sia#0, le graphe de x — f(ax) est le dilaté de C; par Uaffinité orthogonale (x,y) — (f,y).
a

Démonstration.

1. On note g : x — f(z) + a. Alors, si z € D, on a :
(ry)eCrey=fr)eyta=flz)+asyt+a=gx) e (r,y+a) €Cy

2. Onnote g : x — f(z +a). Alors, siz € D, on a :
(zy)eCreoy=f@)ey=Ff(r-a+a)ey=glx—a) & (r-ay) €l

3. On note g : x — af(x). Alors, si x € D, on a :
(x,y) €eCreoy=flr)ey="—"ay=yg(r) e (z,ay) €C,.
4. On note g : x +— f(ax). Alors, six € D, on a :

(x,y)GCf@y=f($)<:>y=g(§>@

]

“_

Remarque I11.2. ]I faut bien faire attention au signe “—7 et au fait qu’il faut diviser par a dans les cas 2 et
4. Par exemple, pour le cas 2, on représente ci-dessous la fonction x — 2% et v — (v + 1)? : la deuzieme

est bien l'image de la premiére par la translation de vecteur — 1 .
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= (v +1)? TFy T

~

5 4 -3 -2 —10 1 2 3 4

Définition III.3. Soit f: R — R. On dit que f est :
1. paire si :Vzr € R, f(—x) = f(x);
2. impaire si : Vx € R, f(—z) = —f(z);
3. périodique s’il existe T € R* tel que : Vo € R, f(x +T) = f(z). Et on dit alors que [ est
T-périodique, ou que T est une période de f.
Remarques I11.4.

1. On peut étendre les définitions a des fonctions définies sur D C R : il faudra faire attention que
—x€Douquex+TeD.

2. Une fonction T-périodique est aussi (kKT)-périodique pour tout k € Z. Et il sera plus intéressant de
chercher un T aussi petit que possible.

3. Si [ est impaire, alors f(0) = 0.

Proposition IIL.5. Si f a pour graphe Cy :
1. f est paire si, et seulement si, Cy est symétrique par rapport a l'aze des ordonnées ;

2. f est impaire si, et seulement si, Cy est symétrique par rapport a l'origine du plan ;

%
3. f est T-périodique si, et seulement si, C; est invariant par translation de vecteur T' i .

Proposition I11.6. Toute fonction f définie sur R s’écrit de maniéere unique comme somme d’une fonction

paire g et d’une fonction impaire h.
F@) + 1) e T = 1)
2 2 '

Démonstration. Voir chapitre 1. O

Plus précisément, g et h sont définie par : Vo € R, g(z) =

Proposition II1.7. Soient f une fonction définie sur R de graphe Cy, et a,b € R :
1. si pour tout v € R : f(a —x) = f(x), alors Cy est symétrique par rapport a la droite verticale
a

d’équation x = 5 ;

a b
2. si pour tout x € R : f(a —x) =b— f(x), alors Cy est symétrique par rapport au point (5, 5)

Démonstration. 1. On considere g : z — f(a — z). Alors :
(z,y) €Cr & y=[(z)
& y=fla—(a—1)
& y=gla—x)

& (a—x,y) €Cy
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Et donc C, est I'image par C; de l'application (x,y) — (e — z,y), qui n’est autre que la symétrie
axiale considérée.
Le résultat se déduit du cas ou f = g.

2. On considere g : z — b — f(a — x). Alors :

(r,y) €Cr & y=f(z)

& y=fla—(a—1))

& b-y=b—fla—(a—u))

& b—y=ga—1)

& (a—z,b—y)€C,
Et donc C, est I'image par C; de 'application (x,y) — (a —x,b—1y), qui n’est autre que la symétrie
centrale considérée.
Le résultat se déduit du cas ou f = g.

O

Proposition II1.8. Si f est bijective, alors le graphe de f~1 est l'image du graphe de f par la symétrie par
rapport a la droite d’équation y = x.

Démonstration. Découle des équivalences : (z,y) € Cr = y= f(z) &z = fy) & (y,x) € Cp-1. O

Remarque II1.9. Les symétries permettent de réduire [’ensemble d’étude de f (c’est-a-dire [’ensemble
sur lequel on va étudier f pour pouvoir la connaitre entiérement) :

— si f a une symétrie (axiale ou centrale), on peut “couper en deuz” [’ensemble de définition ;

— si f est T-périodique : on peut restreindre l’ensemble sur un intervalle (quelconque) de longueur T .

Exemple II1.10. Commencons ['étude de la fonction définie sur R par f(x) = cos(x)sin(x)3. Alors f vérifie

pour tout x € R
— f(27 + z) = cos(2m + z)sin(27 + z)® = cos(z)sin(z)? = f(x), donc f est 2m-périodique ;
— f(—x) = cos(—x)sin(—z)> = —cos(z)sin(x)> = —f(x), donc f est impaire ;
— f(m —x) = cos(m — x)sin(m — )® = —cos(x)sin(x)® = —f(x), donc C; est symétrique par rapport

T
au point (5, 0).
™
Donc on peut se contenter d’étudier f sur l'intervalle [O; 5} On remonte alors a Cy sur R entier en

T
faisant une symétrie centre par rapport a (5, 0), puis une symétrie par rapport a l'axe des ordonnées, puis

. -
des translations de 27 1 .
On pouvait aussi remarquer que f est w-périodique, mais cela ne rajoute rien aux symétries précédentes.

II1.2 Asymptotes

Définition ITI.11. Soit f définie sur un intervalle de la forme |A; +oo| (resp. | — oo; A[).
On dit que la droite A d’équation y = ax + b est asymptote a C; en +oo (resp. en —o0) si hI}_] (f(z)—
T—r+00
(ax + b)) =0 (resp. lim (f(z)— (ax +b)) =0).
T—r—00
On parle d’asymptote horizontale lorsque a = 0, et d’asymptote oblique sinon.
On dit que la droite D d’équation v = A est asymptote a C; si lilzl+f(:c) = Fo0 (resp. lirfr‘l f(z) = +o00).
T— T— A~
On parle alors d’asymptote verticale.

Proposition II1.12. La droite d’équation y = ax + b est asymptote a Cy en +o0 si, et seulement si :

lim _f(w)
r—+o0 I

lim (f(xz) —az)=0b

T—-+00

et pareil en —oo.
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Démonstration. Supposons que la droite d’équation y = ax + b est asymptote. Alors, sous réserve que les

limites ci-dessous existent bien :
f@) _ f@)—(az+b) + (133;-(?7 alors :

— comme - = pe
—ar—b b —ax—b b
lim M = lim (f(x) @ + ar ) = lim M + lim (a + —) =a
rx—+oo I r——+0o0 x xT r——+00 T | f—H-OO T ’

= —a

ou l'existence de lim est assurée par les deux dernieres limites;

T—-+00

— comme (f(z) —azx) = (fa(:x) — (ax + b)) + b, alors de méme :

Jim (f(e) —ax) = lim (f(z) = (az +b) +b) = lim (f(z) - (az +b)) + lim (b)=b

~
=0

=b

ou l'existence de lim (f(x) — ax) est assurée par les deux dernieres limites ;
T—+00

ce qui donne la premiere implication.
Pour la réciproque, il suffit de considérer la seconde limite. On a alors :

Jim (/) ~ (o +0) = lim (1)~ o) + T (-0)=b=b=0.

=b =—b

Remarques II1.13.

1. Ce résultat permet de chercher l’équation d’une asymptote en cherchant séparément (et dans cet
ordre) le coefficient directeur (c’est-a-dire a) et l’ordonnée a lorigine (c¢’est-a-dire b). Il assure aussi
Punicité de l'asymptote (par unicité de la limite).

x
2. Si jamais  lim M = +00 on a une branche parabolique d’aze vertical, comme c’est par exemple
rx—+00 I

le cas pour les fonctions x +— e ou x — x2.

3. Si jamais liT ) = a mais que lir}ra (f(x) —ax) = £o0, on a alors un branche parabolique
r—+o00 U T—r+00

oblique d’aze A : y = ax, comme c’est par exemple le cas pour les fonctions x — In(z) ou x — /x.

3 2 2
Exemple I11.14. On considére la fonction f définie sur R par : f(x) = x;_—+f
x
2
14+ 2
— pourx #0 : f(z) = %+ 2° = T — 1y
T 3+ x 1 1 aodtc0 ™7
T2
5 1
3422 —ad—ax 22 —u o
L+

donc la droite D d’équation y = x + 2 est asymptote a Cy en £oo.
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IV Continuité et dérivation

Les principaux résultats seront démontrés dans un autre chapitre.

IV.1 Continuité
Définition IV.1. Si f est une fonction définie sur un intervalle I, et a € I, on dit que f est continue en
a si:limf(z) = f(a).

Tr—a

St f est continue en tout point a € I, on dira qu’elle est continue sur I.

Proposition-Définition IV.2. Soient I est un intervalle, a € I, et f définie sur I\ {a} telle que : lim f(x) =
T—a

beR. Alors [ est prolongeable par continuité en a.
La fonction g définie sur I par :

b stx=20

Vo €I, g(x):{ flo) siza

est un prolongement de f continu en a.

Exemples IV.3.

et —

1. La fonction f : x — est prolongeable par continuité en 0, car : lil%f(]?) =1, en reconnaissant
x T—
la limite du tauz d’accroissement de la fonction exponentielle entre x et 0.

2. La fonction f : x — x -sin(In(z)) est définie sur R, et est prolongeable par continuité en 0 car :
lim+f(x) =0 (par encadrement).
z—0

Théoréme IV.4 (Théoreme des valeurs intermédiaires). Si f est continue sur un intervalle I, et a,b € I,
tout élément entre f(a) et f(b) posséde au moins un antécédent par f entre a et b.

Remarque IV.5. Autrement dit : l'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.
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Exemple IV.6. Soit f : [0;1] — [0;1] continue. Alors f posséde un point fize, c’est-a-dire qu’il eziste
x € [0;1] tel que f(x)x.
Posons g = f —id. Pour tout x € [0;1], on a :

flz)=z< f(zr) —x=0<g(x)=0.

On cherche donc a montrer que g s’annule, ce qui découle du théoréme des valeurs intermédiaires, comme :
— g = f —1id est continue (différence de fonctions continues) sur lintervalle [0;1] ;
— g(0) = f(0) = 0= f(0) = 0 (comme f(0) € [0;1]);
— P = F(1) =1 <0 (comme f(1) € [0;1])
Et on a donc bien un point fize pour f. En revanche, on n’a pas ['unicité en général, par exemple la
fonction id posséde tout élément de [0;1] comme point fize.

IV.2 Dérivabilité et dérivée

Définition IV.7. Si f est une fonction définie sur un intervalle I, et a € I, on appelle tauxr d’accrois-
sement de f en a la fonction :

I\{a} - R
Ta : f(x) — f(a)

T =
Tr —a

Si limr,(x) existe et est finie, on dit que f est dérivable en a, et on définit son nombre dérivé en a
r—a

par : f'(a) = lim7,(z).

Tr—a
Si f est dérivable en tout point a € I, on dira qu’elle est dérivable sur I, et la fonction ' : x — f'(x)
est appelée sa fonction dérivée.

Remarques IV.8.

) —
1. Pour faciliter les calculs, on écrira plutot : f'(a) = }lliH[l)f<a + }1 f(a).
—

2. Le nombre 1,(x) est le coefficient directeur de la droite passant par les points de Cy d’abscisses a et
x.

d
3. On notera parfois — (f(x)) pour f'(x) lorsque l'on voudra mettre en évidence que l’on dérive par

rapport a x (lorsque l'expression f(x) fait apparaitre d’autres variables que x).

Exemples IV.9.

1. la fonction f : x v+ x? est dérivable sur R. Sia,h € R, on a :

f(a+h)—f(a):(a+h)2—@2:2a_|_h — 2a
h h h—0

R — R
r — 2z

et ainsi [ : {

2. la fonction [ :x w— |x| nest pas dérivable en 0, car son tauz d’accroissement en 0 est défini par :

)

— 10
Ve € R*, 19(z) = |x:l_|0| :%

a 1 six >0
] -1 siz<O0

qui n’admet pas de limite quand x — 0.

Théoréeme IV.10. Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.
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Définition IV.11. Si f est dérivable en a, la tangente a Cy au point d’abscisse a est la droite passant

(a, f(a)) de coefficient directeur f'(a), c’est-a-dire la droite d’équation : y = f'(a)(x —a) + f(a).

Remarque IV.12. Si f n’est pas dérivable en a, mais que limr,(z) = foo, alors Cy admet pour tangente
r—a

en a la droite verticale passant par (a, f(a)), c¢’est-a-dire la droite d’équation : x = a.
Par exemple, pour la fonction racine, le taux d’accroissement entre 0 et h > 0 est :

Vh—v0 _ 1
o) =T T e i T

donc la fonction racine admet une (demi-)tangente verticale en 0, ce qu’on voil bien sur le tracé suivant :

2,,
14
0 1 2 3 1

Proposition IV.13. Si f, g sont dérivables sur I, et A € R, alors on a les fonctions dérivées suivantes :
1. (f+Xg) = f + A (la dérivation est linéaire) ;
2. (f9) =rf9+ 19 :

1\’ q
3. st g ne s’annule pas : <—> ==
g g

. , I\ fa—1d
4. si g ne s’annule pas : | = | = ———.
g g
Théoreme 1V.14. Soient I,J deux intervalles, f : I — J et g : J — R deux fonctions dérivables.
Alors la fonction g o [ est dérivable, de dérivée :

I —- R
v = f(x) x g (f(z))

Corollaire IV.15. Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, alors :

(QOf)’Zf’Xg’Of:{

1. sin €N, alors u™ : x — (u(z))" est dérivable sur I avec : (u") =n x u' x u"!;

2. siu ne s’annule pas et n € Z, alors u™ est dérivable sur I avec : (u™) =n x u' x u"*;
3. la fonction e* : x — e“®) est dérivable sur I avec : (e*) = u' x e*;

ul

4. siu est a valeurs strictement positives, In(u) : x +— In(u(zx)) est dérivable avec : (In(u)) = —.
u

Démonstration. On utilise la dérivée d'une composée. O

Remarque IV.16. On peut renforcer le dernier résultat : si u ne s’annule pas, alors In(|u|) est dérivable
/!

avec (In(|ul)) = %
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Exemple IV.17. La fonction f : z — (In(z2+ 1))* est dérivable sur R :

— comme u : x +— 22+ 1 est dérivable et positive sur R, alors In(u) est dérivable sur R, de dérivée :

u'(x) 2z
T = ;
u(z) a?41

— donc f = (In(u))? est dérivable sur R, avec pour tout v € R :

/ dx 2
fi(z) = o x In(z* 4+ 1).

IV.3 Variations d’une fonction dérivable

Proposition IV.18 (Monotonie et dérivée). Si f est dérivable sur un intervalle I, alors :
1. si f" est positive ou nulle, [ est croissante;

2. si f' est négative ou nulle, alors f est décroissante.

Proposition IV.19. Si de plus f' ne s’annule qu’un nombre fini de fois sur I, alors f est strictement
monotone.

Remarque IV.20. Le résultat ne tient pas si I n’est pas un intervalle. Par exemple la fonction f : x — —
x

. 1 . . . . .
a pour dérivée f': x> ——5 qui est toujours négative, mais n’est pas décroissante sur R*.
T

Exemple IV.21. Reprenons la fonction f définie sur R par f(z) = cos(z)sin(x)? : elle est dérivable sur R,
de dérivée en x :

f'(x) = —sin(z)* 4 3cos(z)?sin(x)? = sin(z)? (4cos(x)2 — 1)
donc on déduit que sur [0; g] :
— " s’annule en O et % ;
— " est strictement positive sur ] 0; g [;
— " est strictement négative sur ] T E] )

. o . 3792
D’ou les variations suivantes :

x 0 /3 /2

1 0 + 0 —
3v/3

0 0

On trouve le tracé ci-dessous, ot on fait :
— le tracé en bleu (par l’étude précédente) ;
— le tracé en rouge (par symétrie centrale) ;
— le tracé en orange (par symétrie aziale) ;
— le tracé en vert (par translation).
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0.4+

0.2+

—0.2 ¢

0.4+

Corollaire IV.22. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Alors f est constante si, et seulement
si, ' est nulle.

Démonstration. Si f est constante, son taux d’accroissement est toujours nul, donc sa dérivée aussi.
Si f est nulle, alors f est a la fois croissante et décroissante. Ainsi, si z,y € [ avec z < y, alors : f(x) < f(y)
et f(z) > f(y), donc f(z) = f(y) et f est constante. O

IV.4 Dérivées d’ordre supérieur

Définition IV.23. Si f est définie sur I et n € N, on définit la dérivée n-éme de [ (ou dérivée d’ordre
n) comme :
f si n=0
f(n) — ,
(f("*l)) si n>1 et que V) est dérivable

Si f") est bien définie, on dira que f est n-fois dérivable.
St f est n-fois dérivable pour tout entier naturel n, on dira que f est infiniment dérivable.

Définition IV.24. On note C°(I) l’ensemble des fonctions continues sur I.

Si k € N*, on dira que f est de classe C* sur I si f est k-fois dérivable sur I et que f*) est continue
sur I. On note C*(I) I’ensemble des fonctions de classe C* sur I.

Enfin, on note C*(I) l'ensemble des fonctions C* sur I, c’est-a-dire des fonctions de classe C* pour tout
entier naturel k.

Remarque IV.25. Comme une fonction dérivable est continue, les fonctions de classe C*™ sont exactement
les fonctions infiniment dérivables.

2 . - .
Exemple IV.26. La fonction x — s (x) siz70 est définie et dérivable sur R, mais sa dérivée
0 six =0
n’est pas continue en 0.

IV.5 Continuité et dérivabilité des fonctions réciproques

Théoréme IV.27 (de la bijection monotone). Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle
I, alors f réalise une bijection de I sur J = f(I).
De plus, J est un intervalle et f=' est continue et de méme monotonie que f sur J.

Exemple IV.28. Si a,b € R avec a < b et que f est continue strictement croissante sur [a;b], alors f
réalise une bijection de [a;b] dans [f(a); f(D)] : pour tout élément ¢ € [f(a); f(b)], I’équation f(x) = ¢
admet une unique solution (dans [a;b]), qui est l'unique antécédent de ¢ par f.

Remarque IV.29. C’est en fait une amélioration du TVI, dans le sens ou les antécédents sont uniques.
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Théoréme IV.30 (dérivabilité des fonctions réciproques). Soit f est continue strictement monotone sur un

intervalle I et x € 1. On suppose que f est dérivable en x, et on pose y = f(x). Alors :

N 1 R 1 .
C fix) frofMNy)’

2. si f'(x) =0 : f~! nest pas dérivable en y, et C;—1 admet une tangente verticale en (y, x).

1. si f'(x) #0 : f~ est dérivable en y, avec (f~1) (y)

Remarque IV.31. On retrouve graphiquement le résultat avec les tangentes : si D est une droite de pente

1
a # 0, sa symétrique par rapport a la premiere bissectrice est une droite de pente —.
a

Corollaire IV.32. Si I, J sont deux intervalles, [ bijective de I sur J, dérivable sur I, et que f' ne s’annule

ST

Exemple IV.33. La fonction f : x +— x° est dérivable sur Ry de dérivée : x — 2.
En particulier, ' est positive ou nulle sur Ry, ne s’annulant qu’en 0, donc f réalise une bijection stric-
tement croissante de Ry sur f(Ry) =R,.
Sa bijection réciproque est la fonction racine : f~1 1y — \/y, qui vérifie :
— sty # 0 : alors en notant © = \/y, on a f'(x) =2z # 0, donc f~! est dérivable en y, avec :

pas sur I, alors = est dérivable sur J avec : (f~)

1 1

T oWy 2

— sty =0 : comme f'(0) =0, Cs-1 admet une tangente horizontale au point d’abscisse 0.
ce qu’on avait déja vu sur le graphe précédent.

(F ) ()
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Théoréme IV.34. On a les dérivées usuelles suivantes :

f () Dy f'(@) Dy
¢ (ceC) R 0 R
z" (n € N¥) R nz"! R
" (neZ) R* nz" ! R*
cas particulier 1 R* —% R*
T T
% (o €]1; +00[\N) R az®! R,
z® (v €]0; 1)) R, ar®! R*
cas particulier :\/x R, ﬁ R*
z* (e« € R* \ Z) R* ax®! R
e’ R v R
a® (a € RY) R In(a)a® R
In(x) R* 1 R%
x
logy(z) (b € RY) R} 1 R}
zIn(b)
sin(z) R cos(r) R
cos(z) R — sin(x) R
tan(z) R\ {= + kr|k € Z} | 1 + tan2(z) = Cosi(x) R\ {T + kr |k € Z)
arcsin(z) [—1,1] ! | —1,1]
V1—a?
arccos(z) —1,1] —\/11_7 =11
1
arctan(z) R e R
ch(z) R sh(z) R
sh(z) R ch(z) R




Chapitre 4

Sommes, produits et systemes

I Les notations Z et []

Définition I.1. Soient I = {iy,...,1,} un ensemble fini, et (a;);e; une famille de complezes indexée par I.
On définit alors :

1. la somme de tous les éléments a;, notée E a;, comme :
iel

E e P e N

iel

2. le produit de tous les éléments a;, notée Hai, comme :
iel

Hai:ailx---xain.

icl

Si I = [n;m], pour n < m deuz entiers, on notera :

m m
Y ai=antanatoFapatan=Y aet [[ as=an-an---- e |
i€n;m] i=n i€n;m] i=n

Remarque 1.2. Par convention, si I = (), on pose :

Zai:() et Haizl.

i€l el

5
Exemples 13. 1. ) k®=2%43% 4 4% 4 5% = 224,
k=2
2. TIh_, k* = 23 x 3% x 4% x 5% = 1728 000.

Remarques 1.4. Les indices qui apparaissent dans une somme n’existent que dans cette somme, et leur
dénomination est arbitraire. Ainsi :

12 12
1. k x Z ap n’'est pas défini, mais Z k x ay lest;
k=3 k=3
8 8
2.3 K= 17 =1260.
k=4 1=4

39
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Proposition 1.5. Avec les mémes notations, si a; = a ne dépend pas de i € I, alors :

Za =a x Card([]) et Ha = qCardd),

i€l el
En particulier, si n < m sont deux entiers :

zm:a:(m—n—kl)oz donc zn:oz:noz et zn:a:(n—i—l)oz
k=n

k=1 k=0

H a =™ done H a=a" et H a=a"t
k=n k=1 k=0
Proposition 1.6 (Relation de Chasles). Si I1, Iy sont deux ensembles disjoints, alors :

Z ai:Zai—I—Zai et H ai:HaixHai.

i€l1Ulo el i€ls i€l Ul i€l i€ls

En particulier, st n < m sont deux entiers :

m n m m n m
D ae=2 ar+ > apet J[Jac=]Jax ] a
k=1 k=1 k=n+1 k=1 k=1 k=n+1

Remarque 1.7. Si I} et Iy ne sont pas disjoints, on peut écrire :

Z ai:ZCLi+ZCLi_ Z a; et H ai:HiEIlaiXHngai.

i€el1Ul> i€ly i€lo icliNls i€l1Ulo Hi€flﬂlg a;
2n—1
Exemple 1.8. En partitionnant [0;2n — 1], on peut calculer : Z laJ . En effet, pour k € [0;2n —1] :
k=0

k
— si k est pair : on écrit k = 2i, avec i € [0;n — 1], et alors : {gJ = |i] =1;

k
— si k est impair : on écrit k =25 + 1, avec j € [0;n — 1], et alors : {§J = Lj + %J =7.
Et finalement :

Sl LIPSy —. n(n —1)
kZ:O bJ :;ZJr;]:Q';Z:Q'T:n(n—l)_

Proposition 1.9 (Linéarité de la somme). Si A\, u € C, et (a;), (b;) deux familles indexées par I fini :
> (Aai + pb) = A (Z ai) Th (Z bi) :
iel iel icl
Remarque 1.10. Si A =pu =1, ou si p =0, ceci nous donne les cas particuliers :
iel iel iel iel iel

Proposition I.11. Avec les mémes notations :

1. Hiel(a? x by) = (HiGI az'A) X (Hiel bf) = (Hiel ai)A < (Hiel bi)u ,
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2. Hiel()‘ai) = \Card(D) (Hiel ai)‘
Remarque 1.12. Attention a [’exposant pour le produit!

Proposition I.13 (Changement d’indice). Si I, J sont deux ensembles, f : I — J une bijection et (a;);jcs
une famille de complexes indexée par J, alors :

Z aj = Z Qi)

jeJ icl

Inversement, si (b;)icr est une famille de complexes indexée par I, alors :

ied jeJ
En particulier :
m m—n
§ a; = E Aipn
j=n i=0

Et les résultats précédents restent vrais en changeant les sommes en produits.

II Sommes classiques

Proposition IL.1 (Sommes et produits télescopiques). Si n < m sont des entiers et (a;)ic[nm+1] €st une

famille de complexes alors :

Z(akJrl - ak) = Q41 — Qn-
k=n
Si de plus les a; sont non-nuls :
l_m[ Ak+1 Clm+1.
Pl Qn
Exemples I1.2. Soit n € N*, on a :
1 1

1
1. sik € [L;n], alors : — — -
stk € llin], alors : o= 4= k(k+ 1)

, et donc :
P
k:1k<’f+1) n+1

1 k+1
2. si k€ [1;n], alors : 1+E: —IL_ , et donc :

ﬁ(l—l—%):nle.

k=1

Proposition I1.3 (Somme géométrique). Si q est un compleze et n € N, alors :

1 — n+1

. 1 sig#1
S = - q#
k=0 n+1 stqg=1
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n

Démonstration. Si ¢ = 1, alors : Z ¢ = Z l=n+1.

k=0 k=0
Si g # 1, alors :
n n
(I—gq)x ¢ = Z(qk — 1) par linéarité
k=0 k=0
= 1 — ¢"™! par télescopage
D’o le résultat. O

Corollaire I1.4. Si g # 1 est un complexe, n < m deux entiers, et (ax) est une suite géométrique de
raison q (c’est-a-dire que pour tout entier k : a1 = q X ay), alors :

¢ An — Gm+1 1-— qm_”‘H nombre de termes
E : T =y X —————— = (Premier terme) X
k=n 1 —4q l—q

1 — raison

1 — raison

Démonstration. Une récurrence immédiate montre que, pour tout k € N : a,4p = a, X ¢~.
Le résultat découle par linéarité du point précédent. O

Exemple I1.5. Pourn € N, on a :

n+12 n
3k+1 __ ol6 8 e 1
E 2 =27 —
k=5

en reconnaissant une somme géométrique de raison 8 # 1 de premier terme 2'6 = 65536 et comportant
n+12—-5+1=n-+ 8 termes.

Proposition II.6 (Sommes arithmétiques). Soit n € N, alors :

n n

Démonstration. Par changement d’indice, on a : Z k= Z(n —1). Et ainsi :
k=0 1=0
2XZk—Zk+Zn— ):Zn:n(n+1)
k=0 k=0
ce qui donne le résultat voulu. O

Corollaire I1.7. Sir est un compleze, n < m deux entiers, et (ay) est une suite arithmétique de raison
r (c’est-a-dire que pour tout entier k : apy1 = ax + 1), alors :

- - - 1 n m
Zak (m—n—i—l)xan—l—(m n)(m n+)xr:ux(

5 5 m—n-+1)

Premier terme + Dernier terme
= x nombre de termes

= Moyenne des termes X nombre de termes

Démonstration. Une récurrence immédiate montre que, pour tout k € N : a1 = a, + k X r.
Le résultat découle par linéarité du point précédent. O
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Exemple I1.8. Pourn € N, on a :

n+12
16+ 3n + 37 3n +53)(n + 8
ng _ 16430437 L gy Bnt 2)<”+)

en reconnaissant une somme arithmétique (de raison 3 mais c¢’est inutile) de premier terme 16, de dernier
terme 3n + 37 et comportant n 4+ 12 — 541 =n+ 8 termes.

Proposition I1.9. Si a,b sont deux complezes, et n € N*, alors :

a® — b = (a—b) ( n—1+an—2b+ +abn—2+bn—1)
_ CL—b Zanlkbk Zankbkl'

Démonstration. On développe directement la somme :

n—1 n—1

(a o b) % Z an—l—kbk — Z(an—kbk o an—k—lbk—i-l)
k=0 k:?

_ Z(anfkbk _ anf(k+l)bk+1
k=0

= a" — b" par télescopage

Remarques 11.10. 1. pour n =2, on retrouve lidentité remarquable : a*> — b* = (a — b)(a +b) ;

b
2. on pouvait aussi reconnaitre une somme géométrique de raison —, mais cela demanderai des dis-
a
jonctions de cas suivant les valeurs de a et b,

3. inversement, on retrouve la somme géométrique en prenant a =1 et b= q.

Corollaire I1.11. 5% de plus n est impair, alors :

n—1
A"+ =(a+b)x ("' —a" b+ —ab" P+ ") = (a+0b) x Y (—1)Fa"
k=0
Démonstration. Comme n est impair, alors (—1)" = —1, et donc : a" 4+ 0" = a — (—b)". Et on applique le
résultat précédent. O
Proposition I1.12 (Sommes quadratique et cubique). Pour n € N*, on a
2n+1)
1. k? )( ;
Z ;
—i— 1
2 Z p o O
Démonstration. Le premier résultat a été montré au chapitre 1.
Le second est laissé en exercice. ]

Remarque I1.13. Le second résultat peut aussi se lire comme :
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ce que l’on peut voir géométriquement. L’idée étant que l'aire d’un carré de coté 1 + 2+ ---+n doit étre
égale & 1+ 23 + -+ n3.

Pour cela, on peut voir que, au moment d’augmenter la longueur du carré de n, on rajoute une bande dont
aire peut étre découpée enn carrés de taille n x n. C’est-a-dire qu’on augment laire totale de n xn? = n?.
Ce dernier point est illustrée sur la figure ci-dessous :

[l [ L L
[l [ L L
[l [ L L

III Sommes et produits doubles
La plupart des résultats suivants s’étendent a des produits.

Remarque IIL.1. Les sommes doubles apparaissent quand on somme des éléments avec deux indices : on
peut alors les écrire soit comme une somme, soit comme des sommes doubles. L’enjeu est de bien choisir
[’écriture pour les calculer explicitement.

III.1 Sommes rectangulaires

Définition II1.2. Une somme rectangulaire est une somme double dans laquelle les deux indices varient
de maniére décorrélée, c’est-a-dire de la forme :

(i,7)eIxJ
Remarque II1.3. Si on prend par exemple I = [1;n] et J = [1;p], on obtient la somme double :

dooay= Y ay

(i,5)elxJ 1<i<n
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qui est la somme de tous les éléments du tableau suivant :

11| a2 | --- |- | A1p
Q21 | A22 | --- | ... | A2p
Qp1 | AQpn2 | «+- | -« | Qnp

Proposition II1.4. Si (a; ;) est une famille de complexes indexée par [1;n] x [1;p], alors :

2S5 5 (5

1<i<n i=1 \j=1 j=1 \i=1

Démonstration. La premiere somme revient a sommer tous les éléments du tableau.
Le deux autres reviennent a sommer tous les éléments de chaque ligne ou colonne, puis de sommer les
sommes obtenues, donc de sommer tous les éléments du tableau. O

Corollaire ITL.5. Si (a;) et (bj) sont des familles de complexes indexées respectivement par [1;n] et [1;p],

alors :
n p
(o) (2n)- % o
=1 7=1 1<i<mn
1<j<p
Démonstration. En sommant d’abord sur les lignes, par linéarité de la somme. O]

Remarque II1.6. Si (ay) est indexée par [1;n], on trouve :

n 2 n
(Zak) :Za2+2 Z a;a;
k=1 k=1

1<i<j<n

qui correspond quand n = 2 a l'identité remarquable : (ay + az)? = a3 + a3 + 2a,as.

II1.2 Sommes triangulaires

Définition II1.7. Une somme triangulaire est une somme double dans laquelle les deux indices varient
de maniére corrélée, c’est-a-dire de la forme :

E CLZ'J‘ ou E CLi,j

n 1<i<n
i

1
1 i<j<n

IANIA

i
J

INIA

ou avec des inégalités strictes.

Remarque IIL.8. Les deux sommes ci-dessus correspondent aux sommes des éléments de 'un des tableaux

susvants :
11 0 S 0 aiip | a2 | ... | ... | Q1n
Q21 | A22 0 N 0 0 agso | «.. | ... | Q2pn
ou| 0

pi | AQpa | oo | -0 | Qup 0 O |...1 0 [ann
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Proposition IIL9. Si (a; ;) est indexée par [0,n]?, alors :

2 g () -5 (5)

0<i<j<n j=0
n n n j—1
E Qij = E E Qij | = E : Qi j
0<i<j<n i=0 \j=i+1 j=0 \i=0

Démonstration. Comme pour les sommes rectangulaires : on somme les éléments du tableau, ou les
lignes/colonnes que 'on somme ensuite entre elles. O

Remarque II1.10. L’idée la plus importante est que, quand l'on cherche a calculer une somme triangulaire,
on fixe un des indices, et on regarde comment varie le second indice une fois la valeur du premier fixe.

Pour la premiére somme, l’ensemble des i, j tels que 0 < i < j < n décrit I’ensemble suivant (en bleu) :

(i,n) (n,m)

(0, 5) /

(4, 5)

(0,0)

Et on a alors deux possibilités pour calculer la somme :

— on commence par fizer i (qui variera entre 0 et n) : les valeurs de (i,j), pour i fixé, donnent
[’ensemble en rouge, et donc j varie entre v et n ;

— on commence par fizer j (qui variera entre 0 et n) : les valeurs de (i,7), pour j fixé, donnent
l’ensemble en vert, et donc i varie entre 0 et j.

Et c’est toujours avec ce type de raisonnement qu’il faudra calculer des sommes triangulaires.

Exemple II1.11. Calculons pour tout n € N* la somme : Z K2kt
k=1



IV. FACTORIELLE ET COEFFICIENTS BINOMIAUX 47

On fait apparaitre une somme double :

n n k
Z okl — Z Z k-1
k=1

k=1 l=1
n n

RS

=1 k=l
n

2l—1_2n
B ; 1-2

= ) (2n -2

=1

S T
- " 1-2
= (n—1)x2"+1

IV Factorielle et coefficients binomiaux

Définition IV.1. Sin € N*, on définit la factorielle de n par :
n!:nx(n—l)x---x2x1:Hk:
k=1

et on pose par convention 0! = 1.
Remarque IV.2. On peut aussi définir la factorielle récursivement par :

ol — 1 si n=0
ol nx((n=1)) si neN*

Définition IV.3. Sin,k € N (et éventuellement k € 7Z), on définit le coefficient binomial “k parmin”

par :
n!

. <
(Z): Hin gy Shsn

0 sik>n

Remarque 1V.4. La quantité (Z) correspond aux nombres de parties a k éléments dans un ensemble a n

éléments.
n\ n
k] \n—k)

Exemple IV.6. On a les valeurs particuliéres suivantes :

L5 =() =1

Proposition IV.5. §i k,n € N :

Proposition IV.7 (Triangle de Pascal). Si k,n € N, alors :

() ()= ()
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Démonstration. On procede par disjonction de cas.
Si k > n : toutes les sommes sont nulles.
Sik=mn:ontrouve:14+0=1.

Sikelon—1]:

n! n!
@)+ G = Hn— k1 (k+ Dl(n— (k1 1)

o onlx(k+1) n!x(n—-k)  nlx(k+1+n—k)
kD =k B+ D)n—k)!  (k+D!(n—k)
(n+1)! _ (ZH)

k+DY((n+1)—(k+1))
O

Remarque IV.8. Le triangle de Pascal permet de calculer de proche en proche tous les coefficients bino-
miaux. On représente sur la n-éme ligne les coefficients (Z) pour 0 < k<n:

/SN /N /SN
(6 =1 (5) =3 (3) =3 (3 =1
+/ \+ +/ \+ + \+ +/ \+
/ N/ N/ \
(o) =1 (1) =4 (3) =6 (3) =4 (1) =1
+/ \+ +/ \+ + \+ +/ + +/ \+
/SN S J/ J/ NN
() =1 () =5 (3) =10 (3) =10 (5) =5 2 =1
/N N\ \ N/ N\

=1 (=6 ()=
Corollaire IV.9. Pour tous n,k € N : (Z) e N.

Démonstration. En utilisant le triangle de Pascal, montrons par récurrence sur n € N la proposition :

P(n): Yk € N, (Z) e N

— initialisation : pour n =0 : Soit K € N. On a :
0y [ 1eN sik=0
k)] 1 0eN sik>0
ce qui prouve la propriété P(0) par disjonction de cas.
— hérédité : soit n € N tel que P(n) est vraie. Soit £ € N. Alors :
— sik=0: ("H)—leN;

— sik > 0 : par triangle de Pascal : (”+1) = (,",)+(}) Par hypothese de récurrence : (,",), (}) € N.
Par somme, on déduit : (”H) e N.



IV. FACTORIELLE ET COEFFICIENTS BINOMIAUX
Donc par disjonction de cas : ("Zl) € N. D’ou I'hérédité.
D’ou la récurrence.
Proposition IV.10. Si n, k € N*, alors :
n n—1
Lk -
() =)
Démonstration. Le cas k > n est immeédiat.
Sik<n:

n\ n! B n! B nx(n—1)! _ (n—1
k(k) _kk!(n—k)! C(E=D!n—k)! (k—=D(n—-1)—(k—1)! _”<k— 1)‘

Théoréme IV.11 (Formule du binéme de Newton). Si a,b € C et n € N, alors :
(a+b)" = i (n) akyn k.
o \F

Démonstration. On procede par récurrence sur n € N.
0
0 0
Sin=0: b)" = (a+0b)° =1et Bk = 00 =1.
in (a+0b) (a+ ) e kz:;(k)a 0)°

Hérédité : soit n € N tel que (a +b)" = Z (Z) a®b" ", Alors :

k=0

k

linéarité Z (Z) Akt ik 4 (Z) akprti—k
k=0

k=0

n+1 n n n
changement d’indice _ _
ja § : albn—i-l l + akbn—H k
[—1 k
k=0

=1

Ch;sles n+1 - n kbn+1—k - n k;bn—l—l—k bn—l—l
‘ +;(k_1)a +z(k) ¥

= 4+ Z <( " ) + (n)) afpr iR gt
p k—nl k
_ n+1y 0pn+1-0 nt 1\ ok n+1\ 10
(O)ab —i—Z(k)ab —|—(n+1a b

k=1

n+1
Chasles n+1 kin+1—Fk
= E a”b"
( k )

k=0

(a + b)"+! défipition (@a+1b) x (a+b)" 2 (a+1b) (") akpr
k=0

ce qui conclut la récurrence.
Exemples IV.12. Soit n € N*. Alors :

E-EQvers

k=0

2. g(—l)kCZ) - zn: (Z) (—1)F1"F = (=1 +1)" =0;

k=0

49
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] Z (Z) 23k5n—k/2 — Z (Z) 8k\/62n_k _ \/gn
k=0

CHAPITRE 4. SOMMES, PRODUITS ET SYSTEMES

S

k=0
n

n
. En revanche, on ne peut pas faire apparaitre une formule du binome dans la somme Z (k) K

k=0
car le nombre que l'on met a la puissance (a sa voir k ici) change lors de la sommation.

n n—1 n—1
n—1\ g0 n—=1\ 545 o5 n—1\ 5 on-1
.Z(k_1>2 _Z )2 _22 =2

k=1 =0 =0

SH-20-0)-()-

i i <Z) 2k32n—k = 3"

n

n
(i)

no (Z) §V5" " = VB (8 + VB)"

k=0 k=0

k=0 k=

. Posons :

125+]

n n
An = 8 <2k> et Bn = z:% (2k;+1)'

k

Alors, par changement d’indice, on trouve :
— si k€ |5, alors | = 2k parcourt tous les entiers pairs de [0;n] ; donc :

n
> (3)
lef0;n]
l pair
— si ke ["T_lj, alors I = 2k + 1 parcourt tous les entiers impairs de [0;n] ; donc :

B,= Y (’;)

le[o;n]

L tmpair

Et ainsi, on trouve :

Et finalement :

V Résolution de systémes linéaires

On fixe K comme étant R ou C. On appelle scalaires les éléments de K.

Définition V.1. Un systéme linéaire a n équations et p inconnues est un systeme de la forme :

1,171 + Q1272 + ... + a1.pTp = bl
a2,1T1 + A22T2 + ... + QppTp

Il
.S
N

(S) :

p1%T1 + QpoTa + ...+ aupry, = by
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oU 1, . ..,T, sont des inconnues (que l’on cherche dans K), et ot les (a; ;) et les b; sont des scalaires fixé.
Les a; ; sont appelés les coefficients du systeme.

Le n-uplet (by,...,b,) est appelé le second membre du systéme.

Le systéme obtenu en remplacant le second membre par (0, ..., 0) est appelé systéme homogéne associé
as.

On dit que (S) est incompatible s’il n’a pas de solutions, et compatible sinon.

Remarque V.2. Un systeme homogéne est toujours compatible.
Proposition V.3. Si (n,p) = (2,2), résoudre le systéme
Jar+by = e
(8): { cr+dy = f
ou (a,b), (c,d) # (0,0), revient a chercher lintersection des droites Dy : ax +by =e et Dy : cx +dy = f :
1. si les droites sont confondues : il y a une infinité de solutions (tous les points de Dy = D) ;
2. si les droites sont paralleles distinctes : il n’y a pas de solutions ;
3. si les droites sont sécantes : il y a une seule solution.

Proposition-Définition V.4. Avec les mémes notations appelle déterminant du systéme (S) la quantité
ad — be. Alors (S) admet une unique solution si, et seulement si, ad — bc # 0.

Démonstration. Le systeme admet une unique solution si, et seulement si, D; et Dy sont sécantes.
Les vecteurs (a, b) et (¢, d) sont des vecteurs normaux a D; et Dy. Donc les droites D; et Dy sont sécantes
si, et seulement si : det((a,b), (¢,d)) # 0, c’est-a-~dire ad — be # 0. O

Proposition V.5. Si (n,p) = (2,3), résoudre le systéme :

(S) ar+by+cz = g
|\ dr4+ey+fz = h

ot (a,b,c),(d,e, f) # (0,0,0), revient a chercher l'intersection des plans Py : ax + by + cz = g et Py :
de+ey+ fz=h:

1. si les plans sont confondus : il y a une infinité de solutions (tous les points de Py = Ps);

2. si les plans sont paralléles distincts : il n’y a pas de solutions;

3. si les plans sont sécants : il y a une infinité de solutions (tous les points de la droite Py NPy ).

Définition V.6. Un systeme est dit échelonné si le premier coefficient non nul de chaque ligne, qu’on
appelle pivot, est situé strictement a gauche des pivots des lignes suivantes.

Remarque V.7. Si on note j; lindice du pivot de la ligne L;, cela revient a dire qu’il existe k € [1;n] tel

que : les lignes Lyiq, ..., L, du systeme homogéne sont nulles, et que :j; < jo < -+ < Jk.
CLleZL‘jl —|— + + .. = b1
(S) ) 0 + 0 + A2 4, T jy + ...+ .. e = bz

Exemple V.8. Le systeme suivant est échelonné :

r1 + 3x9 + 223 = 0
2£L'2 + 4.1'3
— T3 = 1
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Définition V.9. Les opérations élémentaires sur les lignes d’un systeme sont :
1. la permutation : on échange les lignes L; et L;, codée par L; <+ L; ;
2. la dilatation : multiplication d’une ligne par un scalaire X non nul, codée par L; < \L; ;

3. la transvection : ajout a la ligne L; d’un multiple de la ligne L;, codée L; < L; + \L;.

Remarques V.10.
1. I faut bien considérer toute la ligne a chaque fois (y compris b;).

2. L’ordre des opérations a une importance, et on les fait successivement.

Définition V.11. On dit que deuz systéemes linéaires sont équivalents si [’on peut passer de l'un a ['autre
par un succession finie d’opérations élémentaires.

Remarque V.12. On peut “revenir en arriere” aprés avoir fait un opération élémentaire, et ceci a l’aide
d’une autre opération élémentaire. Plus précisément :

— wune permutation est annulée par elle-méme ;

— une dilatation de rapport A est annulée par la dilatation de la méme ligne de rapport % ;

— wune transvection de coefficient A est annulée par la dilatation des mémes lignes de coefficient —\.
En conséquence, la relation “étre équivalent” sur les systémes est une relation d’équivalence.

Théoreme V.13. Deux systemes équivalents ont méme ensemble solution.

Démonstration. Constatons déja que chaque opération élémentaire ne peut qu’agrandir I’ensemble solution
du systeme initial. Ceci est clair car un systeme d’égalité est bien préservé quand on les combine par les
opérations élémentaires.

Comme on peut revenir en arriere par d’autres opérations élémentaires, le résultat découle par double
inclusion. O

Théoréme V.14 (Algorithme du pivot de Gauss—Jordan). Tout systéme est équivalent a un systeme éche-
lonné. La succession d’opérations élémentaires est donnée par la méthode de Gauss-Jordan.

Remarque V.15. L’intérét est qu’un systeme échelonné est tres facile a résoudre par méthode de remontée :
on résout les équations avec le moins d’inconnues, puis les réinjecte dans les précédentes.

Les inconnues qui n’apparaissent pas comme pivots sont alors choisies librement et constituent des para-
metres pour décrire ’ensemble solution.

Méthode V.16. La méthode se fait récursivement selon le nombre d’inconnues du systeme. On considére
le systeme :

a1 + aigry + ...+ aipr, = b

a21T1 + A2 2T2 + ... + Qp pTp = b2
(S): . : :

Ap1T1 + ApaTe + ... + GnpT, = by

— si tous les a; 1 sont nuls : alors la premiere colonne du systeme est nulle, et on continue a échelonner
suivant les colonnes sutvantes ;
— sinon : quitte a permuter deuz lignes, on a a1y # 0. On fait pour tout i € [2;n] la transvection :

Qi1 \ \ . ‘
L; < L; — —=Ly. La premiere colonne du systeme a seulement son premier coefficient non nul. Le

1,1
systeme obtenu est de la forme :

11T + a12T2 + ... + a1,pTp = b1
/ /
0+ agor2 + ...+ anpr, = by

/ o /
0+ apom2 + ...+ anpr, = U,
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ou, pour tout i € [2;n] et tout j € [2;p] on a :

;1 ;1
agj = am- — Lalj et b; =0; — - b1
Q1,1 Q1,1
et il suffit alors d’échelonner le systeme :

ab,ry + + appr, = b

2,242 nptp T V2

(&) : : :

a ,re + + appr, = b
n,2+2 n,ptp T n

Q;
Remarque V.17. En pratique, on prendra un pivot qui facilite les expression L (par exemple avec a;, =
a

1). ’
Corollaire V.18. Un systéme compatible (par exemple homogéne) a n équations et p inconnues possede

une infinité de solutions deés lors que p > n.
En particulier, il admet une solution non nulle.

Démonstration. On échelonne le systeme, ce qui donne un systeme échelonné, a n équations.

Comme p > n, alors 'une des inconnues n’apparait pas comme pivot, donc peut étre choisie librement
dans K.

Pour chacune des valeurs choisie, la remontée permet de trouver une solution au systeme. L’infinité de
I’ensemble solution découle alors de l'infinité de K. O]

Exemple V.19. Résoudre le systeme a 3 équations et 3 inconnues :

T + Xy — T3 = 2
(8): 4 2r1 — =y + w3 1
4&31 + Ty + 31’3 = 3
Ty + x5 — T3 = 2
S) & — 3wy + 33 = -3  avec { ﬁz < 22:?121
— 3%y + Ty = -5 30T TR
r1 + X2 — X3 = 2
& — 3x0 + 33 = -3 avec { Ly + L3— Lo
—|— 41’3 = —2
ry3 = —1/2
= To = 1—|—LE321/2
rKT = 2—$2+JI3:1

Donc le systeme admet pour unique solution (1,1/2,—1/2).

Exemple V.20. Résoudre le systeme a 3 équations et 3 inconnues :

T+ xy — T3 =
(8): ¢ 21 — x2 + w3 =1
4dry — 3x9 + 3wz = 1
T + X9 — X3 = 2
S) & — 3wy + 3x3 = -3  avec { lL.JZ = EQ:iél
— 71‘2 + 71’3 = —7 3 3 !
r1 + X2 — X3 = 2 7
& — 3xy + 3x3 = -3 avec { Ly < L3— —1Ly
0 = 0 3
ry3 = T3
= To = 14+ a3

ry = 2—$2—|—l’3:1
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Donc le systeme admet pour solutions exactement tous les triplets de la forme (1,1 + x3,x3) pour x3 € K.

Exemple V.21. Résoudre le systeme a 3 équations et 3 inconnues :

Ty + T — X3 = 2
(8):< 2xy — x3 + w3 = 1
41’1 — 31’2 + 3.1‘3 = 3
r, + x5 — T3 = 2
S) & — 32y + 323 = -3 avec { ﬁz : 22 :Zﬁl
— Ty + Tas -5 3 s !
Ty + X2 — X3 = 2 7
& — 3z + 3x3 = -3 avec { Ly < Ls— =1Ly
0 = 2 3

Donc le systeme n’admet aucune solution.

Exemple V.22. Résolvons le systéme (S) : {z +2y + 3z =4.
Le systeme est déja échelonné. On a donc :

(SYer=4—-2y—3z

donc l'ensemble solution est : {(4 — 2y — 3z,y,2) |y, z € R}.

Remarques V.23.

1. Dans le premier exemple, on vérifie bien que l'unique solution trouvée est bien une solution. On peut

le faire pour quelques solutions dans le deuziéme exemple (par exemple pour (1,1,0) ou (1,0,—1)),
ce qui permet souvent de détecter une erreur de calcul.

. En pratique, on préfére faire apparaitre les paramétres avec des lettres grecques (o, B, v, A\, pt, ... ).

Et donc on écrirait plutot [’ensemble solution précédent comme :

{(1, 1+ AN ][N €K}

. On aurait pu échelonner différemment, en faisant disparaitre x4 (au liew de x3). On aurait ainsi

choisi xo librement (et non x3), ce qui aurait donné le méme ensemble solution, mais sous la forme :

{(1,A, =1+ X)X eK}.

. Dans le deuxieme exemple, le point clef est que [’on ne donne des roles aux différentes inconnues :

en faisant la remontée, on choisit sur chaque ligne une inconnue exprimée qui n’a pas encore de
role, qui sera un pivot, et les autres sont choisit par défaut comme paramétres.



Chapitre 5

Les fonctions usuelles

I Logarithmes, exponentielles et puissances

I.1 La fonction logarithme

. . L , Ny . 1
Définition I.1. On appelle fonction logarithme népeirien ['unique primitive de la fonction x — — sur
x

R% qui s’annule en 1. On la note In ou Log.

Théoreme 1.2. Sia,b € RY et n € Z, alors :
1. In(ab) = In(a) + In(d) ;

2 (1) = i

a

3. In (b> = In(a) — In(b) ;
4. In(a™) = nln(a).

Démonstration.

1. Sia,b> 0, on considere la fonction f, : z — In(zb) — In(z)

1
Alors f, est dérivable sur R* , avec : Vo € RY, f'(z) = % ——=0.
x x

Donc f;, est constante, donc : f(a) = f(1), donc : In(ab) — In(a) = In(b).

2. On déduit : 0 =In(1) =In (al) = In(a) +In <1)

3. De méme : In <%) =In(a) +In (%) = In(a) — In(b).

1
4. Par récurrence : Vn € N, In(a") = nln(a). Puis : ¥n € N, In(a™) = In (—) = —nln(a).
an

Proposition 1.3. La fonction In est strictement croissante sur R7, telle que :

lim In(z) = +00 et lim In(z) = —oc0.
z—+00 z—0t

1
Démonstration. — Vz € R, In'(x) = = > 0 donc In est strictement croissante ;
x

95
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— montrons que lim In(z) = 400, c’est-a-dire que :

T—+00
VAeR, 3B>0, Vz € R}, x > B = In(z) > A.
Soit A € R.
Par stricte croissante, on a : In(2) > In(1) = 0.
Posons N = LﬁJ + 1 (qui est un entier). Alors :
@Y = N In(2) > —o .In(2) = A
B ~ In(2) B
Par croissance de In, B = 2% convient.
1
— lim In(z) = lim In (—) = — lim In(z) = —oc0.
r—0t T—+00 €T Tr——+00

Corollaire I.4. La fonction In réalise une bijection strictement croissante de RY sur R.

Démonstration. Découle de la continuité de In : avec le résultat précédent, on peut bien utiliser le théoreme

de la bijection monotone.
Proposition 1.5. L’équation In(x) = 1 posséde une unique solution : on la note e, et on a e ~ 2, 71828.

Proposition 1.6. On a le tableau de variations et la représentation graphique suivants :

T 0 +00
In’ +
—+00
In /
—00
2 1
1 N
_]_ |
92|

Définition 1.7. Sia € R% \ {1}, on lui associe la fonction logarithme de base a, notée log,, comme la

1
fonction définie sur RY. par : Vo € RY, log,(z) = lngwi'
n(a
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Remarques 1.8.

1. On utilise beaucoup le logarithme en base 2, aussi appelé logarithme binaire, et le logarithme en
base 10, aussi appelé logarithme décimal, et noté parfois log.

2. Le logarithme népeirien est le logarithme de base e.

Proposition 1.9. La fonction log, réalise une bijection strictement monotone de RY sur R telle que
log,(1) =0 et log,(a) = 1.
Elle est strictement croissante si a > 1 et strictement décroissante si 0 < a < 1, et vérifie les formules du

théoréme [[.2.

I.2 La fonction exponentielle

Théoréme-Définition 1.10. On définit la fonction exponentielle (népeirienne), notée exp, comme la
réciproque de la fonction In.
Elle est définie sur R par :

Ve e R, Vy e R, y=exp(x) & = = In(y).
La fonction exp est continue, strictement croissante et dérivable sur R, de dérivée elle-méme.

Démonstration. L’existence, la continuité et la monotonie découlent des propriétés de In.

1
Comme In’ =  + — ne s’annule pas sur R*, alors exp est dérivable sur In(R%) = R.

. x
SizeR, ona:
1 1

exp'(z) = = = exp(x).
¥10) = ey T~ el
exp(z)
0

Remarque I.11. On notera plutot e* au lieu de exp(x).
La raison étant que, sin € Z, on a : In(e™) = nln(e) = n, donc exp(n) = e™.
Théoreme 1.12. Sia,b € R et n € Z, alors :

1. e%*t = et ;

B 1
2. e %= —;
ea
a—b __ e

3. e = g s

4 ena — (ea)n
Démonstration. Découle des propriétés analogues du In. Montrons par exemple la premiere.
Par définition de exp, on a :

et = e’ = a + b = In(e"e’)
Mais pas propriété de In, on a :
In(e®’) =1In(e®) +In(e’) =a +b

et ainsi on a bien e = ¢4 - eb. O

Proposition 1.13. On a le tableau de variations et la représentation graphique suivants :
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X —00 400
exp’ +
—+00
exp /
0
4 1
3 1
exp
2 1
3 -2 1 1 2 3 4
_1 i
_2 i
_3 i

I.3 Les fonctions puissances et exponentielles

Définition 1.14. Sia € R* et a € R, on définit le nombre a puissance o comme : a® = exp (aln(a)).
Remarque 1.15. La notation ", pour x < 0, n’a de sens que sin € Z.
Proposition 1.16. Si a,b € R} et o, 8 € R, alors :

o
1. a®P =q>-aP et a® P = a4

7
2. () = (a*) = (a*)";
a\® a®
5. (ab)* = ab et (5) =
(ab)® = a“b™ e 3 -
Définition I.17. Si a € R, on appelle fonction exponentielle de base a la fonction exp, définie sur R
par : exp,(r) = a® = "M@,

Proposition 1.18. La fonction exp, est dérivable sur R avec : Vo € R, (exp,)'(z) =In(a) - a® :

1. sta =1 : elle est constante de valeur 1 ;
2. si.a>1 : elle réalise une bijection strictement croissante de R sur R ;
3. sta <1 : elle réalise une bijection strictement décroissante de R sur RY .

Démonstration. La dérivabilité et la dérivée sont données par composition. Les limites aux bornes égale-
ment. On conclut par théoreme de la bijection monotone pour les cas ou a # 1. n

Proposition 1.19. On a les tableaux de variations et les courbes représentatives “génériques” suivants :
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exp, 1/ exp, \1
a>1 / a<l \
0

O<a<l1 a>1

a=1

5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Définition 1.20. Si o € R, on appelle fonction puissance o la fonction f, définie sur RY par : fo(zx) =
a _ yaln(z)
=e .

Proposition 1.21. La fonction f, est dérivable sur R avec : Vo € RY, fl(z) =a- 2> ' :
1. si a =0 : elle est constante de valeur 1, et prolongeable par continuité en 0 ;

2. st a < 0 : elle réalise une bijection strictement décroissante de RY dans lui méme, avec pour
asymptotes les axes du repére;

3. sia> 0 : elle réalise une bijection strictement croissante de RY. dans lui-méme.

Démonstration. Par dérivabilité des fonctions composées, f, est dérivable sur R* avec :

1

VYo € ]Ri7 fé{(g;) — q=eW@) — (7 lpe — fpol
x

Ainsi, f/ est du signe de «, ce qui donne la monotonie cherchée.

Le théoreme de la bijection monotone donne la bijectivité lorsque o # 0 (f, étant dérivable, elle est bien

continue). Reste a calculer les limites aux bornes pour avoir I’ensemble image :

— sia>0:limz® = lim e®™® =0 et lim 2 = lim e®) = 400
z—0 x—0 T—+00 z—+00
— sia<0:limz® = lim e*® = 400 et lim 2% = lim e*™® = 0.
z—0 z—0 Tr—r+00 Tr—+00
Ce qui donne bien la bijectivité annoncée.
Et le dernier point donne les asymptotes. 0

Proposition 1.22. Si a # 0, alors : f;1 = f1.

Qe

Démonstration. Soit o # 0 et x € R% : f, <f; (:E)) = (:pé> =Ta = 2. O

Proposition 1.23. Si o > 0, la fonction f, est prolongeable par continuité en 0 en posant f,(0) = 0.
Son prolongement est :

1. non dérivable en 0, avec une tangente verticale, si 0 < o < 1

2. dériwable en 0, de dériwvée 1, st =1
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3. dériable en 0, de dérivée nulle, st o > 1.

Démonstration. Le prolongement continu découle des limites calculées précédemment. Pour x > 0, le taux
d’accroissement de f, entre 0 et x est donné par :

_ fale) — ul0)

-0 = xa—l = fa—l(x)

To()

et on peut alors utiliser les limites calculées précédemment.
On trouve bien le résultat voulu, ou la disjonction suivant le signe de o — 1 nous donne bien les trois cas
de la proposition. O

Proposition 1.24. On a les tableaux de variations et les courbes représentatives “génériques” suivants :

x 0 1 400 x 0 1 400

Ja 1/ fa
a>0 / a<0

0
4 a>1
a=1
3,,
2,,
1+ O<a<l
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

I.4 Comparaisons et limites

Théoréme 1.25 (Croissances comparées). Sia >0 et f €R :

1. lim M: lim M

z—+o0 I z—+oo %

; 1 @ B _q-
2. lim zln(z) = ilir(l) % |In(x)|” =0;

=0;

z—0
. ex . eax
3. lim — = lim — =+4o00;
r—+o0 I r——+00 ,’1;5
4. lim ze® = lim |z|’e™® = 0.
r—r—0Q0 Tr—r—00
Démonstration.

1,400 — R

1. Considérons ¢ : { o In(t) — 2VE

1
Alors ¢ est dérivable sur [1; 4o00[, de dérivée en t : ¢/ (t) = i
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Donc ¢ est décroissante sur [1;+oo[ : comme p(1) = —2 < 0, alors ¢ est strictement négative sur
[1; +o0].
, In(x) 2
Sixz >1,o0nadonc:0<In(z) <2y, donc: 0 < < —.
x NS
. In(x)
Par encadrement : lim =0.
rx—+oco
1

En posant y = 2, donc x = y=, on trouve :

1 In(y= 11

fim 20 gy, M) gy, 1)
r—+oo % y—r—+o00 Y y—toor Y

ce qui donne le cas g = 1.

Le cas f < 0 est immédiat (on n’a pas une forme indéterminée). Considérons donc S > 0. Alors :

(In(x))” (ln(m))ﬁ

o\ gol8

ce qui donne par le résultat précédent et I'étude en 0 de la fonction x +— 27 (comme 5 > 0) :

B
lim = limy” = 0.

T—+00 xre y—0

(In(z))

1 1
2. On pose y = —, donc x = —. Alors :
x

Y
1 B
()] :
1
lima® [In(@))” = lim YL _ g @WWP_
z—0 Yy—+00 ya Yy—+00 ya
axr 1
3. In (6—) = ax — fln(x) = ax X <1 _p n(x)) - 400
xﬁ [0 T—r+00
X . . GOLCE
donc en composant avec la fonction exponentielle : lnf —5 = Too.
T—+00 U
£ In|z|
4. In (\x!ﬁe‘“) =ar+fln(jz)) =ar x (1+ —— | — -0
a X T——00

donc en composant avec la fonction exponentielle : lim |z[7e*® = 0.
T—r—00

Remarques 1.26.

1. L’exponentielle croit infiniment plus vite que les puissances, qui croissent infiniment plus vite que
le logarithme. Cela se manifeste dans les limites précédentes en notant que, dans le cas de formes
indéterminées, c’est la partie “dominante” qui donne la limite.

2. Les cas ou B > 0 sont en fait les seuls cas intéressants : si B < 0, on n’a pas de forme indéterminée,
et un calcul direct donne la limite (par quotient ou produit).

Exemples 1.27. Pour déterminer une limite, on commence par regarder si les limites classiques et les opéra-
tions sur les limites suffisent. Sinon, c¢’est qu’on obtient une forme indéterminée : il faut alors transformer
[’expression habilement pour faire disparaitre ces formes indéterminées.
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1. lim G+ .

T—+00 zt=5
In(z®+1) In(x*+1) 2*+1 In(2*+1) 1 14+ %
= X = X — X = — 0
xt =5 3+ 1 xt =5 3+ 1 x 1 — 5 a—stoo
=0 RO

2. lim RE+D .

r—+00 z2+3

In(z* +1)  In(z*+1) " e +1  In(z'+1) " (1+ )12
1

= = — 0
243 x4 +1 2+ 3 (23'4 —+ 1)1/2 a:_32 T—+400
=0 e
3x
3. lim £
x—>+oom+2
6390 6351: 3z
= 5. X — 400
x+2 3x T+ 2 2o+
~ =
—+00 —3
. 6317 .
4 :E1—1>r—|¥loox3+1 '
633: €3r y (317)3 N
== — 0.
»4+1  (3z)2 23+ 1 as+teo
—_——
—+00 —27
. 6513 .
J. xkffooxmz :
6x2 €x2 (132)4 N
T +12  (22)t 0 27+ 12 a0
~——
——+00 —+oo

: 23—3zlnz+lnz .
0. :vgl:lI—loo eT4xsin x

3lnz Inz
Pl

3 —3rlnz+Inzx
= X —& T 5 (.

T
e + xsinx ex 1+ 6%sinx =400
™~ ——

—0 1

Proposition 1.28 (Limites classiques).

In(1
1. hmu —
x—0 x

2 lim& 1
x—0 x

)

=1

Démonstration. Dans les deux cas, on reconnait des limites de taux d’accroissement :

In(1 In(1 —In(1
| G R0 o o) ZIn() gy
x—0 T x—0 (1—|—;E)—1
T T 0
. € T . ’ .
2 il_l’}r(l) . _}:13(1);1:— =exp'(0) =1

Proposition 1.29 (Inégalités classiques). Les fonctions In et exp vérifient que :
1. six>—1, alorsln(l +z) <zx;
2. six €R, alorse® > 1+ x.
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De plus, les inégalités précédentes sont des égalités si, et seulement si, x = 0.

Démonstration.

1. posons ¢ définie sur | — 1; +oo[ par :p(x) = In(1 4+ z) — .

1 x
Al t dérivabl c ¢ (x) = —1=-
ors o est dérivable avec : ¢/(x) T2 T2
D’ou les variations :
T -1 0 +00
¢ + 0 -
0

Donc ¢ est négative sur |1; +oo[, ce qui donne I'inégalité voulue.
2. posons ¢ définie sur R par :¢)(z) = e* —x — 1.

Alors ¢ est dérivable avec : ¢/(z) = e® — 1.

D’ott les variations :

x —00 0 —+00
Y - 0 +
0

Donc v est positive sur R, ce qui donne I'inégalité voulue.

Remarques 1.30.

1. Par croissance de la fonction In sur RY, on peut déduire la premiere inégalité de la seconde en
composant par la fonction In.

2. En combinant les deux derniers résultats, on peut raffiner les limites précédentes :

In(1 r 1 In(1 r 1
g RO T) e of lim AT e et
z—0T xT z—0— x r—0— xT z—0t €T

I.5 Puissances de fonctions par des fonctions

Proposition 1.31. Si u,v sont des fonctions définies sur un intervalle I et dérivables sur I, avec u a valeurs
dans R . Alors la fonction f : x u(z)?@ est bien définie sur I. De plus, elle est dérivable sur I, de
dérivée x +— In(u(2))v' (x)u(z)*@ + v(z)u (z)u(z)*@ -1,

Démonstration. Comme u est a valeurs dans R?, alors f est bien définie.
Pour analyser en détail f, on préfere écrire : f : x +— exp (v(x) - In(u(x))).
Par composition et produits, la fonction f est dérivable sur I, et sa dérivée en x € I est donnée par :

f(z) = (v () (z) - exp (v(@)n(u(x))) = (v In(w))(2) - u(z)"?
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qui donne bien la formule précédente en constatant que :
(v In(w))'(z) = In(u(z)'(z) +

[]

Remarque 1.32. Cette formule n’est pas a connaitre : elle est la pour illustrer comment étudier ce type de
fonctions, ce qui se fait systématiquement par passage par l’écriture exponentielle d’une puissance.

Exemple 1.33. Etudions la fonction f :x — .
A cause de la puissance quelconque qui apparait, f est définie sur R
De plus, elle est dérivable. On calcule sa dérivée en écrivant que x* = exp(zln(z)), ce qui donne pour tout
reRy -
F(x) = (In(x) + 1)a

Par stricte croissance de In, on déduit le signe de f' sur R, et donc les variations de f.
Etudions les limites de [ auz bornes de R, :

— en 0 : par croissances comparées, on a .'lin% zln(xz) = 0; et donc par composition de limites :
T—r

lim f(z) = lim exp(zIn(z)) = lim exp(z) =1
donc lir% f(x) = 1; ceci nous dit que f est prolongeable par continuité en 0; on notera g son
T—>

prolongement, qui est donc défini sur Ry par :

¥ st x>0
1 s =0 "

— en 400 : hrf zln(z) = 400 (par calcul direct), et donc par composition :
T—r+00

lim f(x)= lim exp(zln(z)) = lim exp(z) =400

T—>+00 T—-+00 r—r—+00

donc lim f(z) = +o0.

r——+00
On déduit donc le tableau de variations sutvant :

I - 0 +

1 +00

s \ /'

Etudions plus en détail fen0 eten—+oo :

— en 0 : on a déja le prolongement par continuité,; étudions la dérivabilité du prolongement. Pour
x > 0, le taux d’accroissement de g entre 0 et x est donné par :

o [

® |=

rolx) = mx_ 1 exp(mlnx(m)) -1 _ exp(xxllr;l((z))) -1 n(z)

et par limite classique et produit de limites, on a ainsi : liII(l) To(x) = —00. Donc g n'est pas dérivable
T—

en 0, mais sa courbe y admet une tangente verticale.
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— en 400 rpourx >0, on a:

—ff) = 2" = exp((x — 1)In(x))
et donc lim @ = +o00 (par calcul direct). Donc la courbe de f admet en 400 une branche

T—+00
parabolique d’axe vertical.

On a donc le tracé suivant :

II Les fonctions circulaires

II.1 Le cercle trigonométrique

-
]

_>
On se place dans le plan muni d’un repere (O, J

).

Y

Définition II.1. Le cercle trigonométrique est le cercle C de centre O et de rayon 1 : C = {(z,y) €
R? 22 +y* =1}.

Définition I1.2. Pourt € R, on considére la demi-droite D} issue de O faisant un angle t avec l'aze des
abscisses. Elle coupe C en un unique point M.

On appelle cosinus de t, noté cos(t), l'abscisse de M. On appelle sinus de t, noté sin(t), l'ordonnée de
M.
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sin(t)s==-=======---

~
R

Q
o
]
—~
~
~—

Définition II.3. Sit € R\ {% + km, k G,Z} = UkeZ}_g +km; 5+ k:w[, on définit sa tangente, notée
sin(t)

tan(t), comme : tan(t) = 554

Proposition I1.4 (Paramétrisation du cercle trigonométrique). St M (z,y) est un point du cercle, il existe
un réel t tel que (z,y) = (cos(t),sin(t)). Ce réel est unique a 2w pres.

Démonstration. La demi-droite [OM) fournit I'existence, en prenant pour ¢ I'angle qu’elle fait avec I’axe
des abscisses.

L’unicité provient de la définition méme de 7 : deux valeurs de ¢ doivent différer d’un nombre de tours
entier du cercle, donc d’un multiple entier de 2. O

Remarque I1.5. En pratique, on utilisera la paramétrisation pour dire qu’il existe un unique t dans ;|
ou dans [0; 27].

Corollaire I1.6. Sir > 0, et que M (z,y) est un point du cercle de centre O de rayon r, il existe un unique
réel t (a 2m pres) tel que : (x,y) = (rcos(t), rsin(t)).
Démonstration. Pour un tel (z,y), on a : 2% + y? = r%
x
Donc, en posant (2/,y') = (—, y), ona:x?+y?=1.
rr
Donc (z/,y") = (cos(t), sin(t)), puis (x,y) = (rcos(t), rsin(t)). O

Proposition IL.7. Sit € R, alors :

cos?(t) +sin*(t) = 1;

2. cos(t + 2m) = cos(t) et sin(t + 27) = sin(t) ;
3. cos(—t) = cos(t) et sin(—t) = —sin(t) ;

4. cos(m —t) = —cos(t) et sin(m —t) = sin(t) ;
5
6

~

. COS <§ - t) = sin(t) et sin <g — t) = cos(t) ;

csit# 54 kn, k€ Z :tan(t + ) = tan(t).

Démonstration. 1. théoreme de Pythagore;
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2. définition de 7 ;

3. la symétrie d’axe horizontal transforme D en D, ; donc envoie (z,y) = (cos(t), sin(t)) sur (z, —y) =
cos(—t),sin(—t));

4. pareil avec la symétrie d’axe vertical ;

5. pareil avec la symétrie d’axe oblique;

6. découle de 3. et 4..
Proposition I1.8. Les fonctions cos et sin sont 2w-périodiques.
De plus, cos est paire, sin est impaire et pour toutt € R on a :
cos(z + m) = —cos(x) et sin(x + 7) = —sin(x).
Proposition I1.9. La fonction tan est w-périodique et impaire.

Proposition II.10 (Valeurs remarquables). On a le tableau de valeurs :

; N A T
6 4 3 2
1 2 3
an(ty 0| L[ Y2| V3 1
2 2 2
3 2 1
cos(t) | 1 £ £ = 0
2 2 2
3
tan(t) | 0 \/?— 1 | V3 | pas défini

Démonstration. Les valeurs pour 0 ou 7 sont immédiates. Pour les autres valeurs, on utilise le théoreme
de Pythagore dans des triangles particuliers (isocele-rectangle ou équilatéral). ]

Proposition II.11. Si a,b € R, alors :

1. cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sin(a)sin(b) ;
2. cos(a — b) = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b) ;
3. sin(a + b) = sin(a)cos(b) + cos(a)sin(b) ;
4. sin(a — b) = sin(a)cos(b) — cos(a)sin(b) ;
5. sia,bya+b# 5 +km, k€Z :tan(a +0b) = tan(a) + tan(b)

1 — tan(a)tan(b) ’
tan(a) — tan(b)
1 + tan(a)tan(b)

6. sia,bja—b# 5 +kmr, k€Z :tan(a—b) =
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Démonstration. On se contente de montrer la deuxieme (les autres en découlent).

On pose M, N € C avec M(x,y) = (cos(a),sin(a)) et N(2',y’) = (cos(b), sin(b)).

Alors : (ON, _07\_)/[) = (a —b).

Done : ON.OM = OM - ON - cos(a — b) = cos(a — b).

Mais on a aussi : ON.OM = w2’ + yy' = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b).

Ce qui donne bien ’égalité cherchée. O

Corollaire I1.12. Pour tout a € R :
1. cos(2a) = cos?(a) — sin®(a) = 2cos?(a) — 1 =1 — 2sin®*(a) ;

2. sin(2a) = 2sin(a)cos(a) ;

‘ . 2tan(a)

8. sia,2a# 5+ kr, k€Z :tan(2a) = T tan’(a)

Et ainst : . 5 . 5
cos?(a) = 1+cos(2a) , sin?(a) = 1 — cos(2a)
2 2

Corollaire 11.13. Si a # km, k € Z, on pose t = tan (%) Alors :

1. sin(a) = 13;2 ;

2. cos(a) = ﬁﬁj ;

3. tan(a) = 25 (sia # k%, k€ Z)

Démonstration. Montrons par exemple la premiere. A Paide du résultat précédent, on trouve :

2t 2tan(a/2)  _sin(a/2) o L
T2 T ra’(a)s) QCOS(Q/Q)COS (a/2) = 2sin(a/2)cos(a/2) = sin(a)

ce qui donne bien le résultat cherché.
Les autres égalités se montrent de méme. O]

Corollaire I1.14 (Formules de développement). Si a,b € R :
1. cos(a)cos(b) = % (cos(a+b) 4 cos(a — b)) ;
2. sin(a)sin(b) = % (cos(a — b) — cos(a+ b)) ;
3. sin(a)cos(b) = % (sin(a + b) +sin(a — b)).

Corollaire I1.15 (Formules de factorisation). Sia,b € R :

b —b
1. cos(a) + cos(b) = 2cos (a; ) cos <a ) ;

2

2 o) sty = i (1) (5).

3. sin(a) + sin(b) = 2sin <CLT+Z)> cos (a ; b) :
4. sin(a) — sin(b) = 2cos (a —2i_ b) sin (a ; b)_

Corollaire I1.16 (Factorisation générale). Si a,b € R, il existe un réel ¢ tel que :

Vi € R, acos(t) + bsin(t) = vVa? + b2cos(t — ¢).
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Démonstration. Si a = b= 0, alors tout réel ¢ convient.

2 2

b

Sinon, comme (ﬁ) + (\/ﬁ) = 1, alors il existe ¢ tel que : cos(p) =
a a

Et un tel ¢ convient d’apres les formules d’addition. O]

Exemple I1.17. Considérons pour t € R [’expression :

cos(t) 4+ v/3sin(t).

On a :
1 L V3 V3
_ = — ¢ — = —
2
12 4+ /3 12 + /3
et ainsi on p = § convient. Ce qui donne finalement :

Vt € R, cos(t) + V/3sin(t) = 2cos (t - g) :

Remarques I1.18.

1. En pratique, on commence par regarder cos(p) (ce qui donnep au signe pres), et sin(y) permet de
lever 'ambiguité sur le signe.

2. Ce résultat permet de mieuxr comprendre les valeurs prises par une combinaison linéaire de sin et

cos. Par exemple, dans 'ezemple précédent, on voit que ’expression prend toutes les valeurs entre
—2 et 2.

I1.2 Propriétés des fonctions circulaires
Lemme I1.19. On a les limites :

1. lim sin(t) =0

t—0

2. lim cos(t) =1;

t—0
in(t
5. tim S
t—0 t

Démonstration. Soit h € }0; g[ :
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tan(h)
sin(h)
H
O cos(h)

On a les aires suivantes : .
— le triangle OM I est d’aire w :
— le secteur angulaire entre [OI] et [OM] est d’aire 2 ;

2
— le triangle ONT est d’aire tan(h),

2
Et donc :
0 <sin(h) < h < tan(h).
1. par encadrement : on trouve lim sin(h) =0;
h—07+

Par parité, on a : lim sin(h) = 0.
h—0—

Donc : lim sin(t) = 0
t—0

s N Ts T _ <20t —1-
2. D’ou: E}% cos(t) =lim (1 —2sin®(%)) =1;

t—0

3. En divisant par sin(h) :

1< h < 1
~ sin(h) ~ cos(h)
in(h
d’ou par encadrement : lim sin(h) = 1.
h—0t+
in(h
Et par parité : lim sin(h) =1
h—0—
in(t
Donc : lim sin(?) = 1.
t—0 t

Proposition I1.20. Pour tout x € R, on a : |sin(x)| < |z].

Démonstration. On procede par disjonction de cas :
— six=0:0k;
— si z €]0; 5[ : c’est fait dans la démonstration précédente;
— s% x €] — 5;0[ : c’est vrai par parité; ‘
— six¢] -5 5[ alors [z| > 5 > 1> [sin(x)].
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Théoréme I1.21. Les fonction sin et cos sont continues et dérivables sur R, avec sin’ = cos et cos’ = —sin.

Démonstration. On utilise le lemme et les formules d’addition.

Continuité : Si z,y € R :
9cos [T Y Vsin (22| <2
2 2

donc lim (sin(x) — sin(y)) = 0 : sin est continue en z, donc sur R.
y—T

[sin(x) — sin(y)[ =

. [r—y
JRE—— < —
SlH( 5 )‘_|x Y|

Comme Vx € R, cos(x) = sin (x + g), alors cos est la composée des fonctions continues sin et x — x + 7,
donc cos est continue sur R.
Dérivabilité : Si x,y € R avec z # y :

sin(x) —sin(y) _ (:c + y) sin (*3%)

Ty 2 ="

et :

— par continuité de cos : lim cos (£) = cos(z);

y—x
sin( £5¥ in(t
— par le lemme : lim% = limM =1
y—r o t—0 ¢
Donc : lim sin(e) — sin(y) = cos(x).
y—a r—y

Donc sin est dérivable sur R, avec : sin’ = cos.
Par dérivée d'une composée, cos est dérivable et pour tout =z € R :

cos'(z) =1 x sin’ (x + g) = COS (x + g) = —sin(x)

donc cos’ = —sin. O
Corollaire 11.22. Les fonctions cos et sin sont de classe C* sur R.

Démonstration. On prouve par récurrence sur n € N que :

nw nm
Vn e N, cos™ = cos <£C + 7) et sin®™ = sin (m + 7) )
[
Corollaire I1.23. La fonction tan est continue et dérivable sur R\{5+km, k € Z}, avec : tan’ = 1+tan® =
1
cos?
I1.3 Réciproques des fonctions circulaires
Proposition-Définition 11.24. La restriction de la fonction sin a [—g; g} est une bijection strictement

croissante de [—2; 2] sur [—1;1].

Sa réciproque, appelée arc sinus, notée Arcsin, réalise une bijection de [—1;1] sur [—%,%} Elle est
continue, strictement croissante et impaire sur [—1;1].

Elle est dérivable sur | — 1;1] avec : Vo el —1;1], .Arcsin'(x) = \/1;_7

Elle admet en —1 et en 1 des demi-tangentes verticales.

Démonstration. On utilise que sin’ = cos, qui est positive sur [—%; g], s’annulant uniquement en +7.
Les propriétés (existence, croissance, continuité) découlent des propriétés de sin par théoreme de la bijection
monotone.
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Montrons I'imparité de Arcsin : soit y € [—1;1]. Notons z = Arcsin(y), et donc z € [—7; 7] vérifie
sin(z) = y. Ainsi :
—y = —sin(z) = sin(—x).

Comme (—z) € [~3; %], alors on a : Arcsin(—y) = —z = —Arcsin(y), ce qui montre bien que Arcsin est
impaire.

Etudions la dérivabilité de Arcsin. La fonction sin’ ne s’annulant qu’en :l:g, on déduit que Arcsin est
dérivable en tout point différent de sin(4+7/2) = +1. Et en +1, la courbe de Arcsin admet des demi-
tangentes verticales.

Reste la formule de la dérivée de Arcsin. Soit y €] — 1;1[. Posons = Arcsin(y). Par définition, on a :
x € [=2;2], donc cos(z) > 0. Donc : cos(z) = /cos?(z) = \/1 —sin?(z) = /1 — y2. Et ainsi :

T 2073

1

1 1
cos(x) V1 —sin?(z) VI

Arcsin’(y) =

Remarque I1.25. Si y € [—1;1], alors : sin (Arcsin(y)) = y.
En revanche, st v € R, alors : Arcsin (sin(z)) # x, ¢ moins que x € [—Z; Z].

Proposition I1.26. On a les représentations graphiques suivantes :

4
4
s L’
e, Sl X ,,’ y =
4
| Ve
|,’
1% 2%
4
d
7 |
4 :
m l
N |
—1TT 2 —1 O |
% %
: 1 ™ ™
: 2
: '\ 4
sin |
,/
7k x—1
d
V4 }
4 |
4
l, 7T
,/ —. _______ ) —_—
7 Arcsin 2
d

Proposition-Définition I1.27. La restriction de la fonction cos a [0;7| est une bijection strictement dé-
croissante de [0; 7| sur [—1;1].

Sa réciproque, appelée arc cosinus, notée Arccos, réalise une bijection de [—1;1] sur [0;7]. Elle est
continue et strictement décroissante sur [—1;1].

FElle est dérivable sur | — 1;1[ avec : Va €] — 1; 1], Arccos'(z) = \/1__1?

Elle admet en —1 et en 1 des demi-tangentes verticales.

Démonstration. Comme pour Arcsin. ]

Remarque I1.28. Siy € [—1;1], alors : cos (Arccos(y)) = y.
En revanche, si v € R, alors : Arccos (cos(x)) # x, a moins que x € [0; 7).

Proposition I1.29. On a les représentations graphiques suivantes :
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Arccos

Proposition-Définition I1.30. La restriction de la fonction tan a }—g; g[ est une bijection strictement
croissante de }—%; g[ sur R.

Sa réciproque, appelée arc tangente, notée Arctan, réalise une bijection de R sur ]—%,%[ Elle est
continue, strictement croissante et impaire sur R.

Elle est dérivable sur R avec : Vo € R, Arctan’(z) = —

1422 -
Démonstration. La stricte monotonie de tan sur | — 7; 7[ découle de I'expression de sa dérivée :
T
Vr €] — 5 5[, tan’(x) = 1 + tan?(z) > 1 > 0.

On étudie les limites de tan en ig :

— en —g+ :on a les limites suivantes :
lim sin(x) =—1let lim cos(z)=0"
z——IF z——I7F
et donc : lim tan(x) = —o0;

_r+
T—>—73

— en 5 :on a les limites suivantes :
lim sin(z) =1et lim cos(z)=0"
=5 =5
et donc : lim tan(z) = +o0;
=5
ce qui donne bien la bijectivité de tan de | — 7; 7| sur R par théoreme de la bijection monotone, ainsi que

sa monotonie et la continuité.
L’imparité de Arctan découle de 'imparité de tan (et se démontre comme pour Arcsin).
Pour la dérivabilité, comme tan’ ne s’annule jamais, alors Arctan est dérivable sur R avec :

1 1 !
v 6 R’ A t / — = — .
T rctan (.CE) tan’ o Arctan(l“) 1+ tan? (Arctan(x)) 1+ a2
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Remarque I1.31. Siy € R, alors : tan (Arctan(y)) = y.
En revanche, si v € R\ {5 + km, k € Z}, alors : Arctan (tan(z)) # =, @ moins que x € |—F;

B

[.

Proposition I1.32. On a les représentations graphiques suivantes :

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
-

tan
n
2
ey S Ty > TSR QR Y JETEIE R —
] |
| |
| |
] ]
| | T Z
11— |
[ 20
w w
T o
| |
| | y
] ]
| 1 gy
} ] Ve
(4
B N e A 2 g ¥ A P

Proposition I1.33. On a :
1. cos(a) = cos(b) < (a=b [271) ou a = —b [27] ) ;
2. sin(a) =sin(b) & (a=b 27l oua=7—0b 27 ) ;
3. tan(a) = tan(b) < (a =0 [7] )

Démonstration.

1. Par 2m-périodicité, on peut supposer a,b €] — m; 7).
Comme cos est strictement croissante sur [—; 0], strictement décroissante sur [0; 7], avec cos(—7) =
cos(m) = —1 et cos(0) = 1, alors :
— si cos(a) # £1 : alors cos(a) possede deux antécédents par cos dans | — 7; 7], qui sont a et —a;
— si cos(a) = £1 : alors a = 0 ou 7, et a est I'unique antécédent de cos(a) par cos sur | — ;7).
Ce qui donne bien I'équivalence cherchée.

2. Le cas de sin se traite de la méme maniere en regardant les variations de sin sur | — 7; 37” .

3. Le cas de tan découle de la m-périodique et de la bijectivité de tan de ]—g; 3 [ sur R.
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Proposition I1.34. Si x € [—1;1], alors :
. T
Arcsin(x) + Arccos(z) = 5

Démonstration. Soit x € [—1;1]. Posons : a = Arccos(z) et b = T — Arcsin(z).

Alors a, b € [0; 7] par définition des Arccos(x) et de Arcsin(x).

Et on a aussi : cos(b) = sin(Arcsin(x)) = x.

Donc par définition : b est un antécédent de = par cos dans [0; 7].

Donc b = Arccos(z) = a. O

Démonstration. Autre démonstration.

Pour x € [—1;1], on a : Arcsin(z) € [—7n/2;7/2] et Arccos(x) € [0;7] donc Arcsin(z) + Arccos(x) €
[—7/2;3m/2].

Sur [—m/2;37/2], la fonction sin ne prend qu’une seule fois la valeur 1, et c’est en 7/2. On a donc :

Arcsin(x) + Arccos(z) = g & sin (Arcsin(z) 4+ Arccos(z)) = 1.

Mais par formule d’addition :

sin (Arcsin(z) + Arccos(z)) = sin(Arcsin(z)) - cos(Arccos(x)) + sin(Arccos(z)) - cos(Arcsin(x))
= z-x2—V1—-22V/1—-22=1

en notant que :

— sin(Arcsin(x)) = cos(Arccos(x)) = x par définition de Arcsin et Arccos;
— cos(Arcsin(z)) = v1 — 22, que l'on a déja montré pour calculer la dérivée de Arcsin;
— Arccos(z) € [0; 7] donc sin(Arccos(z)) > 0 puis :

sin(Arccos(z)) = \/siHQ(Arccos(x)) = /1 — cos?(Arccos(z) = V1 — 22
ce qui prouve bien 1’égalité voulue. O

Proposition I1.35. Si x € R*, alors :

1 s ~
Arctan(x) + Arctan (—) — { 5 six>0

- i
-3 stx <0

Démonstration. On définit la fonction f sur R* par f(z) = Arctan(z) + Arctan ().
Alors f est dérivable sur R*, avec :

1 —1 1

VeeR*, fla)=——+— - ——=0
. fz) 1+x2+$2 14+ %
donc f est constante sur chaque intervalle de R*, donc sur R et sur R*.
On a: f(1) = 2Arctan(l) = 7 et f(—1) = 2Arctan(—1) = —7.
D’oi le résultat. O

Remarque I1.36. On a décidé d’évaluer en £1 : on aurait pu aussi évaluer en ++v/3 (on tombe sur des
valeurs de tan d’angles remarquables), ou utiliser les limites en 0 ou en +00.
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III Les fonctions hyperboliques

Définition II1.1. On définit sur R les fonctions :
. . 3 eSC + 6—5!3
1. cosinus hyperbolique, notée ch, par : ch(z) = —5 ;

T —x

2. sinus hyperbolique, notée sh, par : sh(z) = % ;

Remarque II1.2. Les fonctions ch et sh sont respectivement les parties paire et impaire de exp (suivant la
décomposition de toute fonction en somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire).

Proposition I111.3. Pour tout x € R, on a : ch®(x) — sh*(z) = 1.

Démonstration. Soit x € R. On a :

er L e 7 2 et — o= 2
ch?(z) — sh?(x) = (T) - (T) =ee " =1

Proposition II1.4. La fonction ch et paire, dérivable sur R de dérivée sh.
Elle vérifie : lirll ch(z) = lim ch(x) = +o0.
T—>+00 T—>—00

Démonstration. Si z € R, alors : ch(—z) = <= = ch(z) donc ch est paire.

Elle est dérivable par combinaison linéaire et composée avec, pour tout = € R :

e’ —e
ch'(z) = —y = sh(z).
Comme lim e* = 400 et lim e” = 0, on trouve les limites voulues par opérations sur les limites (pas de
r—+00 T—>—00
forme indéterminée) L

Proposition II1.5. La fonction sh et impaire, dérivable sur R de dérivée ch.

Elle vérifie : lim sh(z) = 400 et lim sh(z) = —oo.
r—>+00 T—>—00
Démonstration. Comme pour ch. m

Proposition II1.6. On a les tableaur de variations et les représentations graphiques suivants :

ch’ - 0+ sh’ + 1 +

ch \ / sh /o/




II1. LES FONCTIONS HYPERBOLIQUES

ch

sh

7
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Chapitre 6

Les complexes

I L’ensemble C

Définition I.1. On note i une solution de l’équation x* +1 = 0.
On définit alors l’ensemble C des complexes comme :

C={a+ib|a,beR]}.

Sia,b € R et z=a+ib, on dit que a est la partie réelle de z, notée Re(z), et que b est la partie
itmaginaire, notée Im(z). Et l’écriture z = a + ib est appelée écriture algébrique de z.

Proposition 1.2. Un nombre complexe est entierement déterminé par ses parties réelles et imaginaires,

c’est-a-dire que :

a = a

Va,a', b, € R, a+ib:a’+ib’<:>{ b o~ i

Démonstration. Soient a,a’,b, b’ € R. Alors :

a+ib=d +it/ = (a—a') =it/ =b) = 0 < (a—a')? = *(V =b)> = —(V=b)* < 0= 0= (a—d)* = (b—V)*

L Ja = a
b = UV
et la réciproque est immédiate, ce qui donne bien I’équivalence voulue. O

Remarques 1.3.

1. Ce résultat assure que les parties réelle et imaginaire d’un complexe sont unique : elles sont entie-
rement déterminées par le complexe considére.

2. L’ensemble des réels est [’ensemble des complexes de partie imaginaire nulle.

3. On appelle tmaginaires purs [’ensemble iR des complexes de partie réelle nulle.

Proposition I.4. Si a,d’,b,0' € R, on a les écritures algébriques :
1. (a+1ib) + (d +ib) = (a+d)+i(b+ V) ;
2. (a+1y) x (' +ib') = (ad’ — bY') + i(ab + ba’).

Proposition-Définition 1.5 (Inverse). Si z € C*, alors il existe un unique w € C* tel que zw = 1 : on
l'appelle I’inverse de z, et on note w = %

79
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Démonstration. On procede par analyse-synthese. On pose z = a + b et w = x + 1y.
Alors :
aw=1 = (ax—by)+i(bz+ay)=1

N ar —by = 1
br +ay =
([ @’z —aby = a
N aby +b*x = 0
abr —b®y = b
[ abr +a*y = 0
a
r = —
a? + b?
= B b
L YT e + b2
ot a? + b? # 0 comme z # 0.
— b
Réciproquement : w = 52—-1—2192 vérifie bien wz = 1. O

Définition 1.6. Etant donné (0,7,7) un repere du plan, on associe a tout point M(x,y) le complezxe
z=x+1y. On dit alors que z est Uaffize de M, ou que M est l’imcge du, compleze z.

On dira également que z = x + iy est Uaffive du vecteur U = :107> +y7J.

On appelle plan complexe le plan muni de cette identification a C.

II Conjugaison et module

Définition I1.1 (Conjugué complexe). Si z = a + ib (forme algébrique), le compleze Z = a — ib est appelé
conjugué (complexe) de z.

1 1
Proposition I1.2. Si z € C, alors Re(z) = 5(2 +72) et Im(z) = 2—(2 —Z).
i
Corollaire I1.3. On déduit les équivalences suivantes :
1.zeReIm(z) =0&2=%;
2. z€iRe Re(z) =0 2= —-%;
Proposition I1.4. Si z, 2" € C et A € R*, alors :
1. 242 =24+72;
2. Xz =)\zZ;

3. 27 =% ;
4. s12#0 :
5. () =z

Remarque I1.5. En particulier, on déduit que l’application z — Z est une application R-linéaire sur C qui
est involutive (elle est bijective et c’est sa propre bijection réciproque).

Définition I1.6 (Module). Si z = a + b (forme algébrique), on appelle module de z le réel positif ou nul

défini par :
|z| = Va2 + b2

Proposition I1.7. Si z € C, alors : |z| = V22 = |Z|. Et ainsi :
1 |z|=0&2=0;
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2. siz#O.'z_lzi'
2]

:% (si 2 #0).

3. 812,72 €C:|z2|=|z|- || et

2
Démonstration. Notons z = a + ib. Alors :

2Z = (a+1ib)(a — ib) = a® + b?
Le reste en découle. O

Remarque I1.8. On déduit que, si z € C et A € R : |Az] = |A| - |2].

1
Corollaire I1.9. Pour z € C*, on a l’équivalence : |z| =1 — =Z.
z

Proposition I1.10. Si z € C : |Re(2)| < |z] et |[Im(2)| < |z|.
De plus, on a éqgalité si, et seulement si, z € R dans le premier cas, et z € iR dans le second.

Démonstration. Notons z = a + ib (forme algébrique). Alors on a par positivité d'un carré de réel :
a? <a’>+betb?<a’+0?
ce qui donne par croissance de la fonction racine carrée :
IRe(2)| = |a| = Va2 < Va2 + 12 = |2| et [Im(z)| = b] = V12 < Va2 + 12 = |2.

La stricte croissance de la fonction racine carrée donne que les cas d’égalité correspondent & b* = 0, donc
z € R, dans le premier cas, et a?> = 0, donc z € iR, dans le second. O

Théoréme II.11 (Inégalité triangulaire). Si z, 2’ € C, alors :

1 z+ 2| <|z| + |¢|;

2. |l = [Zl < |z = 2.
De plus, il y a égalité dans les deuz cas si, et seulement si, z et z' sont positivement liés : 2/ = 0 ou il
existe X € R tel que z = \72'.

Démonstration. Si z,z" € C, alors :

— |z + 2> = |2> + | + 2Re(22)
— |z =22 = |22 + |#|? — 2Re(27')
(e ) = [+ [P+ 2]
— ol = [Z1I° = [o? + 12> — 2]22.
Les inégalités découlent de : —2|zz| < £2Re(22/) < 2|27/|.
On a égalité dans la premiere si, et seulement si : Re(22') = |22/|, c’est-a-dire 2z’ € R,. C’est déja le cas
si 2/ = 0. Sinon, cela revient a dire que :

I
I

z

N

/ /
r== = =)\
z 22
S~
€Ry
v
avec A = — € R,.
!~
Le cas d’égalité dans la seconde inégalité se traite de méme. O]

Remarque I1.12. On les regroupe dans la double inégalité :

2l =[] < [z £ 21 < [+ [2).
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Corollaire I1.13. 5% zy, ..., z, sont des complezes, alors :
>
k=1

avec éqgalité si, et seulement si, tous les zp sont deuz-a-deuzr positivement liés.

:|Zl+22+"‘+zn|S‘21’+|22’+"'+|Zn|22|zk‘
k=1

Démonstration. On procede par récurrence sur n € N* pour montrer la propriété P(n) : Vzy,...,2, €
C, 1>y zul <D p_; |zk| avec égalité si, et seulement si, tous les z;, sont deux-a-deux positivement liés.
— pour n =1 :soir z; € C. Alors |z1] < |z, et ¢’est méme une égalité. Ce qui prouve bien 'inégalité
avec la bonne condition d’égalité, donc P(1) est vraie;
— soit n € N*. Supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est alors vraie.

Soient 2z, ...,2,.1 € C. On a :
|ZZ:} 2| = (i1 2) + 24| par relation de Chasles
< 30—, 2| + |zn41| par inégalité triangulaire
< > |2k 4 |#ns1] par hypothese de récurrence
< Sz par relation de Chasles

ce qui prouve déja I'inégalité de P(n + 1).
Reste a étudier le cas d’égalité : c’est une égalité si, et seulement si :
— on a une égalité dans I'hypothese de récurrence : donc tous les z; pour ¢ € [1;n] sont deux-a-deux
positivement liés ;
— on a une égalité dans I'inégalité triangulaire : donc z,.; et > ;' _, 2 sont positivement liés;
et ces deux conditions donnent bien ensemble que tous les z; pour i € [1;n + 1] sont deux-a-deux
positivement liés. D’ou ’hérédité.
D’ot la récurrence. O

III Trigonométrie et exponentielle complexe

ITII.1 Argument d’un complexe

Définition III.1. On note U l’ensemble des nombres complexes de module 1 :
U={zeC||z| =1}
Proposition IT11.2. L’ensemble U est stable par produit, quotient et conjugaison :

2
V2,2 €U, 22/ €U, —eUetzel.
2

Démonstration. Découle des propriétés du module. O

Définition ITI.3 (Exponentielle complexe). On définit l’exponentielle complexe sur les imaginaires purs
par : '
VO € R, € = cos(f) + isin(6).

Exemples I11.4. On a les valeurs particulieres :

s

10 Zim _ 1 s —iT 7 = —q.

i . _
, e =" =—1,e2=1¢€te

Proposition II1.5. 5i 6,0, € R et k € Z, alors :
]. e’i(91+2k7r) — 6i91 ’.
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i(014+02) _ ,i01 ,if2 .
2. eil0ith2) — ¢ifhe 2]

it
3 61’(01792) —_ .
‘ b
4. et = e .
5. et = 1.

Démonstration. Découle des propriétés de cos et sin. Montrons par exemple I’exponentielle complexe d'une
somme. On a :
e1e% = (cos(6) + isin(0;)) (cos(6y) + isin(fy))
= cos(#1)cos(62) — sin(6)sin(bz) + i (cos(6)sin(b;) + sin(6;)cos(6s))
= cos(0; + 6y) + isin(0; + 05)
— 67"(91+92)
O

Remarque II1.6. Cette propriété peut étre utilisée pour retrouver les formules d’addition de cos et sin en
développant e'®1+02).
Proposition IIL.7. L’identification de C au plan R? identifie I’ensemble U au cercle trigonométrique C.
Ainsi, pour tout z € U, il existe € R (unique a 27 pres) tel que : z = cos(f) + isin(f) = €.
Démonstration. Si z est l'affixe de M (x,y), alors :
zeUes’+y =1 MeC.

Le reste découle de la paramétrisation de C. O
Corollaire IIL.8. La fonction définie de R X] — ;7] sur C* par : (r,0) — re® est bijective.
Démonstration. Soit z € C*. Montrons que z possede un unique antécédent par ’application précédente :

— existence : comme z € C*, alors ﬁ € U et on applique la proposition précédente ;

— unicité : si z = e = rye?2, alors : 1 =1y car |z| =7, = ry; et ainsi 6, = 0, [27], donc 0, = 0s.
O
Définition IIL.9 (forme trigonométrique). Tout nombre complexe non nul z s’écrit sous la forme z = re®,
pour v > 0 et § € R. Cette écriture s’appelle forme trigonométrique.
Le réel r est unique, et est le module de z.
Le réel 0 est unique a 2w pres, et est un argument de z.

L’unique argument de z dans | — ;7| est appelé argument principal de z, et est noté arg(z).
Proposition II1.10. Si z, 2’ € C* et A € R*, alors :
1. arg(zz') = arg(z) + arg(?’) [27];

2. arg (5) = arg(z) — arg(?') [27];
3. arg(z) = arg (é) = —arg(z) [27];
oange) =g (5) = {087 70

Démonstration. Les résultats découlent des propriétés de I'exponentielle complexe. Détaillons la derniere.
Soit 2z = re? (forme trigonométrique) et A € R*. Alors :

s — (Ar)e? si A >0 avec \r > 0
°T (=Ar)e@*m) i X < 0 avec (—Ar) >0

donc les écritures précédentes sont bien des formes trigonométriques, ce qui donne bien I'argument voulu.

[]

Remarque III.11. On déduit que z,z" € C* sont positivement liés si, et seulement si, ils ont méme arqu-
ment.
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IT1.2 Formules classiques

Proposition II1.12 (Formules d’Euler). Si 0 € R, alors :

i0 —i0 i0 —if
e’ +e e
tsin(f) = ———
5 et sin(0) 5

Méthode II1.13. Les formules d’Euler permettent de linéariser cos™(6) ou sin™(6) :

1. on applique les formules d’Euler ;

cos(f) =

2. on développe la puissance avec le binome

3. on regroupe les termes pour faire apparaitre des cos(kf) ou sin(k@) avec la formule d’Euler.

Exemple I11.14. Linéariser cos*(6) :

i 4 o—i0 4 1 —
cos*(f) = gT) = ?Zkzo (i)ezkﬁe i(4—k)0

—_

R
= o [ ) 4 4 ¢0) 4 6]
1

= — (2cos(40) + 8cos(20) + 6)

—_— =
(@)

1
= gcos(4«9) + 5008(29) + g

Proposition IT1.15 (Formules de I’angle moitié). Si 0,605 € R, alors :

.01

i 0 (0 _0 o1
1.1+6Z01:€l2<612 +e 2>:2COS(%1)6Z2;
i 01 (0 _0% .. ;01
2.1—6’91:el2<el2—e 2)2—22811&(%1)6’2;
. . . . _ _ .01+69
3. 6191 + 67,92 — 67,91 (1 + 61(92 91)) — 92¢0s (91292) el ;
. ) ) ) . _ 61465
4. 6191 _ 6192 — 6161 (1 _ 61(6’2—01)) — 924sin (01292) el
Remarque II1.16. On retrouve les formules de factorisation de sommes de sin ou cos.

Méthode II1.17. Ces formules permettent de factoriser ou d’exprimer plus simplement des sommes d’ex-
ponentielles complexes, de sin ou de cos.

Exemple IT1.18. Calculer C' =1+ cos(f) 4 cos(20) + - - - + cos((n — 1)) = 31—, cos(kf).
Posons S =3 1—csin(kf) et E = C +iS (de sorte que C = Re(E) et S =Im(E)).
Alors : B = Y70~ (cos(k) + isin(kf)) = Y270 e*0 = S0 (e0)F,

— 510 =027 : alors E=n, doncC=netS=0;

— 810 %0 [27] : alors on a une somme géométrique de raison e # 1 :

B x b
—2isin (%) 'y
—2isin (4) e’
sin (%) iln—1)%

sin (g)

Et donce :
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Proposition IIL.19 (Formules de Moivre). Si 0 € R et n € N, alors : €™ = ()", Et ainsi
cos(nf) + isin(nf) = (cos(#) + sin(d))" .

Méthode I11.20. Les formules de Moivre permettent d’exprimer cos(nf) ou sin(nf) comme des polynomes
en cos(0) et/ou sin(0).

Exemple I11.21. Ezprimer cos(30) comme un polynéme en cos(d) :

cos(30) +isin(30) = ( s(A) + isin(6))’
0s gi)9+ 3icos?(z)sin(#) + 3i%cos(0)sin?(0) + i3sin®(0)

= (cos ) — 3cos(0)sin®(0)) + i (3cos?(6)sin(f) — sin®(6))

Et en identifiant les parties réelle et imaginaire, on trouve :
cos(30) = cos®(0)—3cos(#)sin?(0) = 4cos® () —3cos(0) et sin(30) = 3cos?(0)sin(f)—sin®(#) = —4sin®(6)+3sin(6).
Remarque I11.22. On peut toujours exprimer cos(nf) comme un polynéme en cos(@). On peut seulement

exprimer sin(nf) comme un polyndome en sin(@) si n est impair.

II1.3 Exponentielle complexe

Définition IT1.23 (Exponentielle complexe). Si z = x + iy (forme algébrique), on définit l’exponentielle
de z par : '
exp(z) =€ =e” - e = e” (cos(y) + isin(y)) .

Remarque II1.24. Comme : Vz € R, e® > 0, alors e - e est la forme trigonométrique de €. De sorte
que : |e*| = e et arg(e?) = Im(2) [27].

Proposition IT1.25. Si z, 2/ € C, alors :

4. ef=¢e" & { Im(z) = Im (') [27] & (2 —2') € 2inZ.

Proposition I11.26. Si a € C, alors l’équation e* = a :
— n’a pas de solution sia=10;
— a une infinité de solutions si a # 0, a savoir : {In|a| + i(arg(a) + 2kn) |k € Z}.

IV Résolution d’équations algébriques

IV.1 Racines n-emes

Définition IV.1. Sin € N*, et a € C, on dit que z est une racines n-éme de a si 2" = a.
Lorsque a = 1, on parle de racine n-éme de l’unité, et on note U, [l'ensemble des racines n-éeme de
['unité.

Proposition IV.2. L’ensemble U,, possede n éléments :

U, {wk—ezfﬂ]kGZ} {wk 2m|/§€[[0 n—l]]}
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Démonstration. Comme 0" = 0, alors 0 ¢ U,,.

Soit z # 0. On écrit 2z = re? (forme trigonométrique) :

n_—1
neinﬁ_l_eiO

"=1et nd =0 [27]
V1=1 (carr > 0) et nf = 2k, k € Z

21

evlfﬂ, keZ

ze U,

toe0e

ce qui donne la premiere égalité.

La seconde se déduit par 27-périodicité de 6 — €. O

Exemples IV.3.

1. Uy = {£1};
2im 2im

2. Us={1,e3,e5} = {1,772} avec j =5 ;

3. Uy = {1, +i}.

Corollaire IV.4. Sin € N* et a € C*, alors a posséde exactement n racines n-émes. Si l’on note a = re®
leur ensemble est :

)

{{L/FeieJrELkW |k e [0;n— 1]]} ={z xwlweU,}
ou 2y est une racine n-eme quelconque de a.

. . . 7 1e j 0+2km .
Démonstration. 11 est immédiat que les /e’ »  sont des racines de a.

Réciproquement, si zy est une racine n-eme de a, alors zy # 0 et :
n
l=aelM=e | —) =1 —¢cU,
20 20
ce qui donne le résultat. O]
Proposition IV.5. Sin € N* et a € C*, alors la somme des racines n-émes de a vaut 0.

Démonstration. On fait apparaitre une somme géométrique de raison e . ]

Remarque IV.6. Les racines n-eme de a sont les sommets d’un polygone régqulier a n cotés, inscrit dans
le cercle de centre O de rayon {/|a| :
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C(O,Vr)

dim

20€ 5

Gim

2p0€ 5

Le barycentre de ces points est l’origine du plan, ce qui illustre :

Z z=0.

z€C, z"=a

Exemple IV.7. Calculons le cosinus et le sinus de 2?”

- 77 . \ e 2im dim , .
Considérons les racines 5-émes de lunité : 1,e*5 eTs . Comme leur somme vaut 0, on déduit que :

21 47
1+2 — 2 — ] =0.
+ cos<5>+ cos<5)

Par formule de duplication, on a : cos (%”) = 2cos? (2?”) — 1, et donc cos (2?“) est solution de l’équation :

472 + 22 — 1= 0.

—2+v20 +V5-1
8§ 4

], alors cos (2”) > 0, et donc : cos (%”) =

Les solutions sont

Comme Z € [0;

2 5
Comme Z € [0; 71, alors sin (%”) > 0, et donc :

IV.2 Racines carrées

Méthode IV.8. On note 2 = x + iy une racine carrée de a + ib (c’est-a-dire que z*

revient a résoudre (dans R?) le systéme :
2+ y* = a2+ (en regardant le module)
22—y = a (en regardant la partie réelle)

2oy = b (en regardant la partie imaginaire)

= a +1ib). Trouver z
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On trouve x et y (au signe prés) avec les deux premieres égalités. On trouve le signe avec la derniére.

Exemple IV.9. Trouver les racines carrées de —5 + 12i : on les cherche sous la forme z =x 4+ 1y. On a :

2+ = 624+ 122=13

$2—y2 — _5
2y = 12
Et ainsi :
2 = 4
vt =9

xy > 0 donc x,y de méme signe

Donc les deux racines carrées de —5 + 12i sont 2 + 3i et —2 — 3i.

Proposition IV.10. Soient a,b,c € C avec a # 0, A = b>—4ac et § une racine carrée de A. Alors l’équation
az’> +bz+c=0 admet :

—b
1. une seule solution st A =0, a savoir zg = 0 ;
a
—b+9
2. deux solution si A # 0, a savoir : z19 = 5
a

Démonstration.

b b\? A
az? +bz4+c=0 & a{z2+—z+f]20@(z+ )——:O
a a

2 4a2
= +b : 0 2@ +b j:(s
_ — _ z _ = _
& 2a 2a 2a 2a
—b+6
z =
2a

O
Proposition IV.11 (Relations coefficients-racines). Si a,b,c € C avec a # 0, et que z1, zo sont les solutions
(éventuellement confondues) de I’équation az* + bz + c =0, alors :

c
s =— €tz + 29 = ——.
a a

De plus, on a : az* + bz +c=a(z — z1)(z — 22).

Corollaire IV.12 (Systemes somme-produit). Si s,p € C, les solutions du systéme :

{ r+y = S
ry = p
sont les couples de complexes formant les solutions de l’équation 2> — sz +p = 0, c’est-a-dire :

— les couples (r1,r9) et (ro,11) si 'équation admet deux solutions ri,ry € C;
— le couple (r,r) sir € C est l'unique solution de l’équation.

Exemple IV.13. On considere le systeme :

r+y = 3+
Ty = bt

On lui associe 'équation : 2*> — (3 + 3i)z + bi.

Ona: A= —2i, donc d =1—1 est une racine carrée de A.
34+3i+(1—1) , .
=241 oul+ 2:.

2
Et les solutions du systéme sont (2 + 14,1+ 2i) et (1 + 2,2 +1).

Donc z 9 =
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IV.3 Equations polynomiales

Définition IV.14. Pour n € N, on appelle fonction polynomiale a coefficients complexes de degré
n une fonction P : C — C définie par :Vz € C, P(2) = a,2" +a,_ 12" '+ +a1z+ag, ol ag, . ..,a, € C
et a, # 0.

Une racine de P est une solution de l’équation P(z) = 0.

Proposition IV.15 (Factorisation des polynomes). Sin > 1 et si zq est une racine de P, alors il existe une
fonction polynomiale () de degré n — 1 telle que :

Vz e C, P(z) = (2 — 20)Q(2).

Théoréme IV.16 (d’Alembert-Gauss). Toute fonction polynomiale a coefficients complezes de degré > 1
possede une racine dans C.

Remarque IV.17. Il faut étre dans C : la fonction z — 2> + 1 n’a pas de racine dans R par exemple.

Corollaire IV.18. Si P est une fonction polynomiale a coefficients complexes de degré n > 1, alors il existe
a€C*etz,... Bz, €C tels que :

VzeC, Pz)=a(z —21)(z — 22) ... (2 — 2zp).

V Interprétation géométrique des nombres complexes

Proposition V.1. Si A, B sont deux points du plan d’affixes respectives z4 et zg, alors le vecteur 1@ a
pour affize zp — za. Sa norme vaut |zp — za| et son angle avec l'axze (O, x) est arg(zp — z4).

Plus généralement, si C' est un autre point d’affixe z¢, alors l’angle BAC = (E, /ﬁ) est égal a arg(zo —

Z0 — ZA
z4) —arg(zp — z4) = arg )
B~ %A

Proposition V.2. On a les équivalences :

1. A, B,C alignés < (arg (ZC _ZA> =0 [7?]) & (ZC_zA € R) ;

ZB — %A ZB T ZA

2. (AB) et (CD) sont perpendiculaires < (arg (M) —_ [ﬂ]) & (M € iR).
ZB — ZA 2 ZB — ZA

Proposition V.3. On a les transformations suivantes du plan :
1. Uapplication z — Z est la symétrie d’aze (Ox) ;
2. sibe C, lapplication z — z + b est la translation du vecteur d’affize b ;

3. si A€ R et za € C, Uapplication z — Nz — za) + 24 est Uhomothétie de centre A (d’affize z4) et
de rapport X ;

4. si0 € R etw € C, lapplication z — (2 — w) + w est la rotation de centre Q (d’affive w) et
d’angle 6.
Proposition V.4. On considére lapplication f : z+— az+b, oua € C* et b € C. Alors :

1. sia=1 : alors il s’agit d’une translation de vecteur d’affize b ;

2. sia # 1 : elle posséde un unique point fize 2, dont laffize w vérifie w = 1 , et f est la composée
—a

de la rotation de centre Q d’angle arg(a) et de I’homothétie de centre Q de rapport |a| (dans l'ordre
que l'on veut).
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Démonstration.

1. le cas a = 1 est déja donné avant ;

vérifie bien f(w) = w. On note : @ = Xe", h : 2 = ANz —w) +w

2.sia #1:alorsw =

’homothétie de centre © de rapport A, et 7 : z — €"(2 — w) + w la rotation de centre Q d’angle ¢.

Alors :
(hor)(z) = + e |2 — _(IZ—FM_&Z—FZ?_]C(Z)
T 1—-a ~ l—a) l—a a
]
Exemple V.5. On considere Uapplication f: z — (14 14)z+ 3. Alors :
3
— ['unique point fixe de f est le point Q d’affite ——— = — = 3i;

1— (1414 —i
— [ est la composée de I’homothétie de centre Q0 de rapport |1 +i| = V2 et de la rotation de centre Q)
d’angle arg(1 +1i) = .

VI Fonction complexe d’une variable réelle

Définition VI.1. Soit I un intervalle de R, et p : I — C. On note @1 et o les parties réelle et imaginaire
de @, c’est-a-dire les fonctions définies de I sur R par : ¥Vt € I, ¢1(t) = Re(p(t)) et pa(t) = Im(p(t)) (de

sorte que ¢ = p1 + ips ).
On dit que @ est continue (resp. dérivable) en ty € I si @1 et g le sont. Et pour la dérivabilité, on pose :

¢'(to) = ¢ (to) + iwh(to).

Proposition VI.2. Si f, g sont des fonctions dérivables sur I a valeurs dans C, et A\, u € C, alors on a les
fonctions dérivées suivantes :
1. (AN +pg) = A"+ pg (la dérivation est linéaire) ;

2. (fg) =fg+[fg;:

1\’ q
3. st g ne s’annule pas : <—> ==
g g
/ r ,
4. 81.g me s’annule pas : z - fg—fg
g g?
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Démonstration. Toutes les formules découlent de la dérivabilité des fonctions a valeurs réelles, en ramenant
le calcul a des dérivées de combinaisons linéaires, produits ou quotient de fonctions réelles. Montrons par
exemple la formule pour le produit et I'inverse.

Soient f,g deux fonctions a valeurs complexes dérivables sur I, et notons f; = Re(f), fo = Im(f),
g1 = Re(g) et go = Im(g). De sorte que :

fa=(fr+ife) (g1 +ig2) = (frg1 — f292) +i(f192 + fagn)-

Par dérivée d'un produit (pour les fonctions a valeurs réelles), on déduit que Re(fg) et Im(fg) sont
dérivables, donc fg aussi, de dérivée :

(f9)" = (figr + frdh — f292 — fa95) +i(fig2 + f195 + fogr + fagh)

tandis que l'on a :

flg = (fi+ify) (g1 +ige)
= (figr — fa92) +i- (figa + f291)
fgd = (fi+ifo)- (9] +1igh)

= (figy — f295) + i (195 + f291)
ce qui donne bien I'égalité voulue pour le produit.
Pour l'inverse, on reprend les mémes notations, en supposant que g ne s’annule pas. On a ainsi :

1 1 41 —92

p— " pr— +Z’
g q+tige ¢i+d G+ 93

Par dérivée d’un quotient dont le dénominateur ne s’annule pas (pour une fonction a variable réelle), les

parties réelle et imaginaires de — sont dérivables, de dérivées respectives :
g

9i1(97 +93) — 9129191 +29592) _ 6195 — 9191 — 2059192 —9591 + 9595 + 2619192

et
(g8 + 63)? (91 + 93)? (g8 + 63)?
1
ce qui assure que — est bien dérivable. Et de plus on a :
9 gitigy (91 +ig5)(91 —igs)?
¢ latmf o ital Lo
9195 — 9191 — 2926192 Z._9291 + 9295 + 2919192
(gf + 93)? (gF + 93)?
ce qui donne bien 1’égalité voulue pour l'inverse. O
- : , : I - C ,
Proposition VI.3. Soit ¢ : [ — C dérivable. Alors la fonction ¥ : by e est dériwable sur I,

avec :Vt € I, '(t) = ¢ (t)e?®).

Démonstration. On pose p; = Re(p) et g = Im(p).
Sixel: ‘
P(t) = e Wei2®) — 211 (cos(py(t)) + isin(pa(t))) .

D’ou :
vo(t) = Im(y(t)) = e”Usin(ps(t))

Comme ¢ est dérivable, 1 et s aussi, donc 1, et 1y aussi. Et on a :

Ui(t) = e [ ()cos(pa(t)) — @y (t)sin(ea())]
el { Wh(t) = e[ (B)sin(pa(t)) + @h(t)cos(pa(1))]

{1/)1(75) = Re(¥(t)) = e”Wcos(pa(t))

/
1
/
1
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Donc v est dérivable, avec pour tout ¢t € I :

Pit) = (2+z¢2()
)

= e [( (¢ )+wg(t))008(902( ) + (—a(t) + i) (t))sin(pa(?))]
= 1O (1) + iph(t)) et
— (e

Exemple VI.4. Si o € C, la fonction f :t— exp (aln(t)) est dérivable sur RY.. Sit € R% , alors :
F'(t) = Sexp (aln(t)) = acxp ((a — 1in(?))

c’est-a-dire que, avec l'abus de notation f(t) =t*, on trouve : f'(t) = at®~1.



Chapitre 7

Primitives

I Primitives et intégrales

I.1 Généralités sur les primitives

Définition 1.1. Si f est définie sur un intervalle I, on dit qu’une fonction F dérivable sur I est une
primitive de [ si F' = f.

Exemples 1.2.
1. x> 2% ou x> 2® — 4 sont des primitives de x — 3% sur n'importe quel intervalle de R ;
22 %2 stx >0
X

2. x> signe(z) % = > est une primitive de x — |x| sur R.
stx <0

2
Proposition 1.3. 5@ I est un intervalle, f : I — R et F' une primitive de f sur I, alors les primitives de f
sur I sont exactement les fonctions F' + X\, pour \ € R.

Démonstration. Si F est une primitive de f, et G une fonction dérivable sur I, alors :

G primitive de f & G' = F' & (G- F) =04 G — F est constante.

Remarques 1.4.

1. Ce résultat dit que, sl existe une primitive, il en existe un infinité. Mais il ne dit pas qu’il en
existe.

2. Le résultat est faux st I n’est plus un intervalle. Par exemple, les restrictions a R* des fonctions
Ige et Ig- sont des primitives de la fonction nulle sur R, mais ne différent pas d’une constante.
Majis il permet quand méme de chercher des primitives : par exemple pour chercher une primitive

de x — |x|, on peut regarder les primitives de x — x sur Ry et de x — —x sur R_, puis chercher
a recoler ces primitives en une fonction dérivable sur R.

Théoréme 1.5 (Théoreme fondamental de 'analyse). Si f est continue sur un intervalle I, alors f admet
une primitive.

Démonstration. Admis (pour le moment). O

Corollaire 1.6. Si [ est continue sur un intervalle I et (zo,y0) € I X R, alors il existe une unique primitive
F de f sur I telle que F(xq) = yo.

93
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Remarque 1.7. [l existe des fonctions non continues qui ont des primitives. Considérons par exemple la
a?sin (2)  siz#0

0 six=0"
La fonction f est dérivable sur R :

— sur R* : par composée et produit, f est dérivable sur R* avec : Vx € R*, f'(x) = 2xsin (l) —COoS (%)

— en0: %{;(0) = xsin (1) — 0 par encadrement. Donc f est dérivable en 0 avec f'(0) =0
T—

Mais f est une primitive de f' (qui est bien définie), c’est-a-dire que f' admet une primitive sur R. Mais
f' n’est pas continue en 0 car f'(x) n’a pas de limite quand x tend vers 0.

En effet : 2xsin (%) tend vers 0 en 0 (par encadrement) mais cos (%) n'a pas de limite en 0 (car cos n'a
pas de limite en +00).

fonction f:x —

I.2 Intégrale d’une fonction continue

Proposition-Définition 1.8. Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et F' une primitive de f sur
1. Sia,bel, alors la quantité :

| rtae = Fe) = Fo) - Fa

ne dépend pas du choix de F, et sera appelée l'intégrale de f entre a et b.

Démonstration. 11 suffit de voir que cette quantité ne dépend pas du choix de F'. Soient G, F' deux primitives
de fsur I, et A € R tel que G =F + A\

Alors : G(b) — G(a) = F(b) + A — F(a) — A = F(b)F(a). O
Remarques 1.9.

1. On donnera une autre définition de l'intégrale (pour des fonctions plus générales que les fonctions
continues). Et on verra que les deux définitions coincident.

2. Une intégrale est un peu comme une somme : la variable d’intégration correspond a l’indice de
sommation. On peut donc changer sa dénomination, et il n’a pas de sens hors de l’intégrale.

3. Cette définition n’a de sens que si f est continue (donc f doit avoir une primitive de classe C').

Proposition 1.10. Si f, g sont deuz fonctions continues sur le segment [a;b], et A\, u € R, alors :
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1 [P OMf() + pgt)) dt = A ( I f(t)dt) + ( I g(t)dt) (linéarité de intégrale) ;

2. sic € |a;b] f f(t) f:f(t)dt - fcbf(t)dt (relation de Chasles) ;

3. f f = _fb

4. si f >0 surla; f f (t)dt > 0 (positivité de l'intégrale) ;

5. s1 f > g sur| f ft)de > f g(t)dt (croissance de lintégrale).
Démonstration.

1. par linéarité de la dérivation, AF' + uG est une primitive de A\f 4+ uG, et donc :

L (@) + pg(t)) At = AF(b) + uG(b) = AF(a) — pGla) = A (F(b) = F(a)) + u(G(b) — G(a))

= ([ F@dt) + g (f2 g(t)at)

2. fabf(t)dt = F(b) — F(a) = (F(c) — F(a)) + (F(b) — F(c)) = [ f(t)dt + fcbf(t)dt
3. [, f()dt = F(b) = F(a) = = (F(a) = F(b)) = = J;' f
4. si f >0, alors F est croissante, donc F'(b) > F(a) et ainsi : fabf(t)dt = F(b) — F(a) > 0;
5. on applique le résultat précédent a f — g.
[

Remarque 1.11. La croissance de l'intégrale veut dire que l’on peut intégrer une inégalité entre deux bornes
dans le bon ordre.

En revanche, on ne dérive jamazis une inégalité. Et donc, lorsqu’on intégre une inégalité, le signe < est
a proscrire.

Proposition 1.12. Si f est continue de signe constant sur |a;b], alors :

f:O@/bf(t)dt:

Démonstration. La premiere implication découle de la linéarité car alors f =0 - f.

Réciproquement, si ff f(t)dt = 0 : on peut supposer f > 0 sur [a;b] (quitte & changer f en —f). On a
donc : F(b) = F(a). Mais F' est croissante sur [a;b], comme F' = f > 0, donc F' est constante. Et donc
f=F =0, O

Théoréme 1.13. Si f est une fonction continue sur un intervalle I, et a € I, alors l'application F : x
T P L .,
fa f(t)dt est l'unique primitive de f sur I qui s’annule en a.

Démonstration. Notons G une primitive de f. Alors, si x € I : F(z) = G(x) — G(a). Et donc F'(x) =
G'(z) = f(x) et F(a) = G(a) — G(a) = 0. Donc F vérifie bien les conditions imposées.
L’unicité provient du (corollaire du) théoreme fondamental de 1’analyse. n

Remarque 1.14. Toutes les primitives de f sont de la forme x > fax f)dt + A\. Pour éviter un choizx
arbitraire pour a et \, on notera [* f(t)dt une primitive générique de f

Proposition 1.15 (Intégrales dépendant de leurs bornes). Si I, J sont deux intervalles, u,v deux fonctions
dérivables sur I a valeurs dans J, et f continue sur J.

Alors la fonction ¢ définie sur I par : p(z) = f:((j)) f)dt est dérivable sur I, avec :

Ve el, ¢'(x) =0'(z)- fo(z)) —u'(z) - flu(z).
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Démonstration. Si F' est une primitive de f sur J, alors : p(x) = F(v(x)) — F(u(zx)), qu’'on peut dériver
comme une composée. O

Corollaire 1.16. Si f est une fonction continue sur R, et z € R :
1. si f est impaire, alors : [*_ f(t)dt =0;
2. si f est T-périodique, alors : f;JrT ft)ydt = fOTf(t)dt.
Démonstration. On dérive par rapport a x :
1. si p(z) = [ f(t)dt, alors ¢'(z) = f(x) + f(—x) = 0, donc ¢ est constante, de valeur ¢(0) = 0;

2. si p(z) = fxTH f(t)dt, alors ¢'(x)
FIGLE?

f(T +x) — f(x) =0, donc ¢ est constante, de valeur ¢(0) =

]

Remarque 1.17. Le premier résultat dit en fait que toute primitive d’une fonction continue impaire est
paire. Considérons en effet f impaire, I une primitive de f sur R et x € R. Alors :

F(z) — F(—x) :/2 f)dt=0

donc F(z) = F(—z). Ce qui assure bien la parité.
Exemple 1.18. Calculons I = [ cos?(t)dt. Par w-périodicité de t — sin®(t) :
™ 3m/2 ™
]:/ sin?(7/2 + t)dt :/ sin?(t)dt :/ sin?(t)dt
0 w/2 0

et donc I +1 = [ (cos(t) + sin®(t)) dt = OQW 1-dt =m. DoncI=13%.
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IT Calcul de primitives et d’intégrales

I1.1 Calcul direct

Théoreme I1.1. On a les primitives usuelles suivantes :

f () Dy F(x)
0 R 0
c(ceC) R cx
l,nJrl
" N R
" (neN) n+1
— R* 1
! )
xn—l—l
" (ne€Z, n<-2) R* o
xa+1
@ R\ {-1 R*
» (0 € R\ {-1) : —
cas particulier \/LE R 2\/x
e’ R e’
In(|x]) R* zln(|z]) —
cos(z) R sin(z)
sin(x) R —cos(z)
tan(z) R\ {% +kr|keZ}|—In(|cos(z)|)
1 T
1 + tan?( >:COSQ(I) R\ {Z+kr|keZ} tan (x)
! =11 Arcsin(z)
—_— -1, resin(x
N
1
Vi | —1,1] Arccos(x)
1
a2 R Arctan(x)
sh(z) R ch(z)
ch(z) R sh(z)
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Remarque I1.2. En pratique, on n’aura pas des le départ les écritures précédentes : on utilisera la linéarité
de lintégrale et la proposition suivante.

Proposition II.3. Si u

. I — J et ¢ définie sur J sont deuz fonctions de classe C', alors la fonction
u' - (@' ou) est continue, et admet pour primitive p o u.
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Démonstration. Par dérivée d'une composée. ]

Corollaire I1.4. Si u est de classe C* sur un intervalle I :

n+1

1. pour n € N, une primitive de v’ - u™ sur I est n
n

2. une primitive de u' - e sur I est e* ;

/
3. siu ne s’annule pas sur I, une primitive de — sur I est In (|u]);
u

4. siu>0 surl et que o # —1, alors une primitive de u' - u® est T
o

Exemples I1.5.

1. ze ™ = _71 . (—Qm)e*‘l’z, donc une primitive de x — xe™® est T —%e*IQ E
2. tan(z) = sin(z) = —M, donc une primitive de tan est x — —In (|cos(x)]|) ;
cos(z) cos(z)

e’ . 1 d mitive de © > e’
T, =€, A0NC une primitive ae T
14 e 1+ (e*)? b 14 e%

est Arctan o exp.

Remarque I1.6. On peut créer d’autres formules du méme type, mais qu’on rencontre moins souvent.
Comme par exemple qu’une primitive de v’ - cos(u) est sin(u). Par rapport au tableau, cela revient a
changer tous les x en u(x) et de multiplier la colonne de gauche par u'(z).

Corollaire I1.7. Soient F' est une primitive d’une fonction continue f, et a,b € R avec a # 0. Alors, la ou
elle est définie, la fonction x — f(ax +b) est continue et admet pour primitive x — LF(ax +b).

Exemples I1.8.

1. 8i on note F une primitive de t — sin®(t) sur R, alors t — F(Z +t) est une primitive de t
sin®(t + 5). Ainsi on retrouve que :

/W sin(m/2 + t)dt = (o) — F(T) = /W sin?(#)dt
0 /2

qu’on avait énoncé précédemment sans le justifier.

1 1
2. Sia,b€R avec a # 0, alors une primitive sur R de x — ————— est x — —Arctan(ax + b).
(ax +b)?+ 1 a

1 1 1

Calculons une primitive de x — PR Ona: P2 eSS

. Donc une primi-

tive est : x — Arctan(z + 1).
Caleul itive de 7 1 0 1 1 1 1
alculons une primitive de vt — ——————. On a: = =- .
b 2+ 2x +5 2+2x+5  (r+1)2+4 4<x+1)2 .
+

2

1 r+1
Donc une primitive est : x §Arctan ( ;_ )

I1.2 Intégration par parties

Théoréme I1.9 (Intégration par parties). Si u,v sont deuz fonctions de classes C' sur [a;b], alors :
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Démonstration. Par dérivée d’un produit, une primitive de v'v + v'u est uv. Et ainsi :

O = [ o) + u0)de= [ wouwde [ uoe
]

Remarque I1.10. En pratique, pour étre que cette formule soit utile, il faudra que v' soit facile a primitiver,
tandis que le fait de dériver u ne rende pas la fonction a intégrer plus compliquée.

Corollaire I1.11. Si u,v sont deux fonctions de classe C' sur I, et x € I, alors :

/ " (Hyo(t)dt = u(x)o(x) — / “ut ()t

Exemples I1.12.

L fy b [tet]l—folg/ et dt=e' —0— (' —1)=1;

u/

2. fo t2 sm l/t/eesﬁ)’r{ W/Q (—cos(t))dt = [2tsm(t)]w/2 ”/2 2sin(t)dt = m — 2
N~ ———

v
U/,

(en faisant deuz intégrations par parties successives) ;

3. 511 = fol Arctan(t)dt : on pose u'(t) = 1 et v(t) = Arctan(t) (donc u(t) =t et v'(t) =
trouve :

u

L). On

1412

Loy

1
I = [tArctan(t)], — 1T

— Arctan(1) — Bln(l +t2)} _

Exemples I1.13.

1. avec W'(x) =1 et v(z) = In(x), donc u(z) = x et v'(x) = <, on trouve :

/ In(t)dt = zln(z / = zln(z) — .

2. avec u'(x) = cos(x) et v(z) =z, donc u(x) = sin(z) et v'(z) = 1, on trouve :
/I tcos(t)dt = zsin(zx) — / sin(t)dt = xsin(z) + cos(x).

II.3 Changement de variable

Théoréme I1.14 (Changement de variable). Si ¢ est une fonction de classe C' sur [a;b], et que [ est

continue sur ¢([a;b]), alors :
b »(b)
[ e seoa= [ s
a ¢(a)

Démonstration. Par dérivée d’une composée, si F' est une primitive de f, alors F o ¢ est une primitive de
¢ - (f o). Et ainsi :

Remarque I1.15. Ce théoréme peut s’utiliser dans les deux sens (comme on va le voir dans les exemples).
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2x
dzx.

Exemple I1.16. Calculons I = fol 1+
el'

t
On fait le changement de variable p(x) = €®, avec f : t — Tt Alors ¢ est Ct sur [0;1], avec ¢([0;1]) =

[1;¢], et f est continue sur [1;e]. On déduit :

I:/Olgo'(a:)f(cp(x))dx:/j%ﬂdt:/j (1—%_H)dt:(e—l)—ln(e+1)+ln(2).

Méthode 11.17. En pratique, on ne fait pas apparaitre . On procéde en trois étapes en posant directement
t=p(x) :
1. on dérive t en fonction de x : dt = ¢'(z)dx;
2. on exprime toute l'expression dans l'intégrale en fonction de t (et plus x);
3. on change les bornes.
Pour l’exzemple précédent, cela donne avec t = e*
1. dt = e*dx;
2. e dr = o
14 e” 141
e t
3L1+x —ﬁfﬁd

Exemple I1.18. Calculons f_ll V1 — t2dt.
On va faire le changement de variable t = cos(x). Pour x =0, on at =1 et pour x =m, on at=—1. La
fonction cos est bien C*. Et on a dt = —sin(z)dx. Et donc :

[ Vi = [T s e = [ s =

en inversant les bornes, et en reconnaissant que /1 — cos?(z) = sin(x) pour z € [0; 7.

dt ;

bo | 3

Exemple 11.19. Calculons l’intégrale fol %dx
On pose v = In(t), ou la fonction In est C'. On at =1 pour x =0 ett =¢ pourx = 1. Bt dz = %. Et

donc : 2 2In(t)
* € n dt € 2
/ o= / e A QLI
o L+e® L T4en® ¢ 1]+tt 1+t
Exemple I1.20. Pour primitiver, pour p,q € N, la fonction t — sin”(t cosq(t), on peut procéder comme
suit :

1. sip et q sont impairs : on fait le changement de variable u = cos(2t) ;
2. sip est impair et q est pair : on fait le changement de variable u = cos(t) ;
3. si q est pair et q est impair, on fait le changement de variable u = sin(t).

Si p et q sont pairs, il est plus efficace de linéariser.
Par exemple, pour calculer une primitive de t + sin’(t), les régles de Bioche montrent que [’on peut faire

le changement de variable uw = cos(t), et donc du = —Sin( )dt, ce qui donne :
[Fsin’(t)dt = — [* sin? -(—sin(t))dt
H,_/

= (1—cos2(1))2
= — [P —u2)2du
= —50085(;15) + §COS3(.Z‘) — cos(z)
Remarque I1.21. L’exzemple précédent s’inscrit dans le cadre plus général des régles de Bioche : pour
simplifier le calcul d’une fraction rationnelle f en cos et sin, si f(t)dt est invariant par le changement
t — —t (resp. t = m—1t,t — w+t), alors on peut faire le changement de variable u = cos(t) (resp.
u =sin(t), u = tan(t)).
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I1.4 Intégrales complexes et fonctions trigonométriques

Proposition I1.22. Si ¢ est une fonction dérivable de classe C* a valeurs complexes, alors exp o ¢ est une
primitive de ¢’ - (exp o ).

Corollaire 11.23. Si o € C*, alors une primitive de x > e** est x éea‘”.

Exemple I1.24. Cherchons une primitive de x — e3*sin(4x). On a : €3*sin(4x) = Im (e e¥®) = Im(eB+4)7),

3+4i)x 3+4i

Mais x — el est une primitive de & — eBt*®  Donc En prenant la partie imaginaire, on aura

3+ 4i
une primitive de x — e**sin(4z) :

1 - 3—41
me(“‘“)“’ = 2—5263”“" (cos(4z) + isin(4x))

3z
donc : x — %% (3sin(4x) — 4cos(4x)) est une primitive de x — e3*sin(4x).

Exemple I1.25. Cherchons une primitive de x — cos(2ln(x)).
On a : cos(2In(z)) = Re(e?®@).
Mais x — TIH - e@HDE) est yne primitive de x — 2@,

Donc - — Re (211T . 6(2z’—i—1)1n(g:)) _ a:cos(251n(x)) + szin(gln(x))‘

Méthode I1.26. Qutre les regles de Bioche, on peut chercher a primitiver une puissance de cos ou de sin,
ou un produit de telles puissances, par linéarisation.

Exemple 11.27. Cherchons une primitive de x — cos*(z).
Par linéarisation, on a : cos*(x) = gcos(4z) + scos(2z) + 3.
Donc une primitive est : x — g5sin(4x) + Isin(2z) + 2.

Remarque I1.28. On voit que la primitive d’une fonction périodique n’est pas nécessairement périodique.
» . 1
IL.5 Intégrales de fonctions du type 77—

Proposition 11.29. Soient a,b,c € R, avec a > 0, et posons f : x +—> m, P = ar’> +br+c et
A =b* — dac :

1. si A >0 : en notant ry,ry les racines de P, on a P = a(x — ry)(x —re). Ainsi :

J@) = a(x—rj(x—rg) - a(r21—r1> <x—17“2 B 1’—1“)

x—r
donc une primitive de f est x — In 2 ;
a(ro —ry) |z —m
2. si A =0 : en notant v l'unique racine de P, on a P = a(x —r)*. Ainsi :
1 1
x)=—
/() a(x—r)?
S 1
donc une primitive de f est v — ———;
a(x —1)
A

3. st A <0 :en notant p = % et q = on a la forme canonique P = a(x + p)* + q. Ainsi :

e

Jag
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Exemple I1.30. Si a,b € R, avec b # 0, et a = a + ib, alors pour tout v € R :

1 (r—a)—ib rT—a _; b
r—a (r—a)?+b0® (r—a)?+b (z—a)?+b>
Ny 1
et donc une primitive sur R de © — —— est :
xr — (a+ib)

1 _
x> éln ((z — a)* + b*) + iArctan (a: 2 a) :



Chapitre 8

Equations différentielles linéaires

Pour toute la suite, on note K =R ou C, et I un intervalle de R.

I Généralités

Définition I.1. Si n € N*, une équation différentielle linéaire d’ordre n est une équation, dont
I'tnconnue y est une fonction de I dans K, et de la forme :

(B) : apy™ +- - +ary +ay=b

ou b et les a; sont des fonctions définies sur I a valeur dans K, et a,, ne s’annulant pas sur I. Les fonctions
a; s’appellent les coefficients.

Son équation homogéne associée est [’équation différentielle obtenue en remplacant b par la fonction
nulle.

Remarque 1.2. En général, l"intervalle I sur lequel on résout I’équation est donné dans l’énoncé. Sinon,
on le cherchera le plus grand possible comme intervalle de R.

Exemples 1.3.

1. la fonction cos est une solution sur R de l’équation différentielle linéaire d’ordre 1 : ¢y = —sin, ou
des équations différentielles y' +y =10 ety —y =0/

2. la fonction x — —% est une solution sur R ou sur R de I’équation différentielle linéaire homogene

d’ordre 1 : zy' +y = 0.

Définition 1.4. Un probléme de Cauchy est un systeme formé :

— d’une équation différentielle (E) d’ordre n ;

— des n équations : y® (z¢) = yr (avec 0 <k <n —1), pour un zo € I et yo,...,Yo1 € K.
La donnée de xq et des y est appelée condition initiale.

Exemple 1.5. En mécanique classique du point, le principe fondamental de la dynamique fournit une
équation différentielle linéaire d’ordre 2 en la position de l’objet étudié. Une condition initiale correspond

a la donnée de la position et de la vitesse a un instant donné.

Proposition 1.6. Si (Ep) : any™ + - + a1/ + agy = 0 est une équation différentielle linéaire homogeéne.
Alors l’ensemble Sy de ses solutions est non vide et stable par combinaisons linéaires, ¢’est-a-dire que :

Vg €S, VApuekK, Af +ug € So.

103
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Démonstration. La fonction nulle est infiniment dérivable, de dérivées successives nulles, et est bien solution
du systeme homogene.
Si f,g € Sp et \,u € K, alors h = \f + ug est n-fois dérivable (par linéarité de la dérivation), avec :
Vk € [1;n], AW = Xf® + ug®) . Et donc h € Sy car :

anh™ + -+ arh + agh = X (ap f™ + -+ arf + aof) +u (ang™ + -+ arg’ + agg) = 0.

(. J (. >

v vV
=0 car f€Sy =0 car geSop
]

Théoréme 1.7 (Ensemble des solutions). Soit (E) une équation différentielle linéaire d’ordre n. On note
S l'ensemble de ses solutions, et Sy l’ensemble des solutions de l’équation homogene associée.
Alors, si [ est une solution de (E), on a :

S=f+S={f+glge S}

Démonstration. Posons f € S et considérons h une fonction n-fois dérivable sur I.

Alors :
heS < anh(”)+---—|—a1h'—|—a0h:b:anf(")+...+a1f/_|_a0f

& an(h—f)(”)+---—|—a1(h—f)’+a0(h—f):O
& (h—f)eSo
O

Remarque 1.8. Cet énoncé ne dit pas qu’il existe des solutions. Il dit en revanche que, si on sait résoudre
[’équation homogene et que ['on possede une solution a l’équation, alors on a toutes les solutions.

Proposition 1.9 (Principe de superposition). Soient by, by deux fonctions définies sur I, \,u € K, et
b = Aby + pbs. On considere les équations différentielles

(E) tapy™ +--+ay +agy =0
(By) :any™ 44 ay +ay =b
(E2> : any(n) + -+ aly/ +agy = bg

Si f est une solution de (Ey) et g est une solution de (Es), alors A\f 4+ pg est une solution de (E).

II Equations différentielles linéaires du premier ordre

On considere ici 'équation différentielle : (E) : 3 + ay = b, définie sur un intervalle I, ou a, b sont deux
fonctions continues sur I a valeurs dans K.
On note (Fy) : y' 4+ ay = 0 'équation homogene associée.

II.1 Solutions de I’équation homogeéene

Proposition IL.1. Les solutions de (Ey) sont les fonctions de la forme x +— Ae™2@) | pour A € K, ot A est
une primitive de a sur I.

Démonstration. Montrons déja que les fonction fy : z — Ae 4@ pour A € K, sont bien solutions de (F,

(Eo
Par dérivation de l'exponentielle complexe, on a que fy est dérivable sur I, avec : Vo € I, fi(x)
—a(r)e ™), Bt ainsi :

Ve eI, fi(z)+a(x)fr(z) = —a(x)e™@ 4+ a(z)e™ 4 = 0.

).

Réciproquement, si f est une solution de (Ej), qui vérifie donc : f' + af = 0. Posons : g : x + f(x)eA®@).
Alors g est dérivable sur I, avec : Vo € I, ¢'(z) = f'(2)e® 4 f(2)a(z)e*™@ = 0. Donc g est constante sur
I : en posant A € K comme étant I'unique valeur prise par ¢, on trouve bien que : f : z + Ae™4® est de
la forme voulue. O]
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Remarque I1.2. On peut retrouver partiellement ce résultat : si une solution f de (Ey) ne s’annule pas,
!

elle vérifie que — = —a(x), donc : (In(|f|))’ = —a(zx). En primitivant, puis en prenant l’exponentielle, on

retrouve que f = e A@+C = X\e=A@)  quec X = ¢ une constante.

Corollaire IL3 (Equation & coefficients constants). Si a € C, les solutions de Iéquation homogéne (E,) :
y' 4+ ay = 0 sont les fonctions x — Ae™* pour A € K.

Exemples I1.4.

22

1. sia(x) =z : alors A(x) = % donc les solutions sur R sont de la forme x +— Xe™ 7 ;
2. si a(x) = —1 : alors A(z) = —In(|z|) donc les solutions sur R ou R* sont de la forme z
ez = X|x|. Mais, quitte a changer A en son opposé, on déduit que les solutions sur R ou R

sont de la forme x +— A\x.

Remarque I1.5. Dans le deurieme exemple, on peut recoller les solutions sur R et R* pour obtenir des
solutions qui sont des restrictions de fonctions dérivables sur R entier. Mais ce n’est pas toujours le cas.

I1.2 Solutions de I’équation complete

Méthode II.6 (Méthode de variation de la constante). Pour trouver une solution de (E), on peut la chercher
sous la forme f(x) = Mx)e @), ot X est une fonction dérivable.

On obtient alors que f est solution de (E) si, et seulement si, X\ est une primitive de la fonction x
b(z)eA),

Démonstration. La fonction f est bien dérivable, de dérivée : f' = Ne 4 — Xae~. Et ainsi :

fesS & fldaf=Ne = dae ™ +ale ™ =b
s N.e 4 =bh
& N = bet

Remarques 11.7.

1. Pour simplifier la recherche d’une solution, on pourra décomposer b en sommes de fonctions plus
simples, et utiliser le principe de superposition.

2. On retrouve toutes les solutions de I’équation : déja parce que la fonction e™* ne s’annule jamais,

donc toute fonction (solution ou pas) s’écrit sous la forme e (en posant A = fe®); et ensuite
car on trouve X comme primitive d’une fonction, donc on la connait a une constante pres, donc
les solutions différent bien d’une fonction de la forme ce™* (pour ¢ constante), c’est-a-dire d’une
solution de I’équation homogene.

3. On n'oublie pas de revenir a f : ce n'est pas \ qui est solution, mais bien e ™.

Exemples I1.8.

1. On considere l’équation (E) : y' + xy = = sur R. Les solutions de l’équation homogéne sont les
2

z— Xe z, pour \ € K.

o2
2

Prenons donc A dérivable sur R et posons f :x — ANz)e™z. Alors :

feSe N = res < N(x) = (632)/

a2

v =1 est une solution de (E).

Et finalement : S = {x — 1+ Ae % |\ € K}.

2
r_
donc : f:x+—eze
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2. On considere l’équation (F) : y — %y = x sur R7. Les solutions de [’équation homogene sont les
x = Az, pour \ € K.

Prenons donc A dérivable sur R et posons f : x — Xx) - x. Alors :
feSeNw=2=1= ()
x

donc : f x> 22 est une solution de (E).

Et finalement : S = {x — 2* + Mz | X € K}.

Proposition I1.9 (Formulation intégrale). Si on fize xo € I, l'ensemble des solutions de (E) est :

S = {x e 4@ ()\ +/ b(t)eA(t)dt) |\ € K} :

I1.3 Problemes de Cauchy et recollement de solutions

Théoréme I1.10 (Théoreme de Cauchy—Lipschitz). Si xg € I et yo € K, alors il existe une unique solution
au probleme de Cauchy :

{y’+ay = b
y(l"o) = Y

Démonstration. Toute solution de (E) est de la forme f : z + e~ 4@ ()\ + f;o b(t)eA(t)>, pour un A € K.

Et donc pour un tel f on a : f(zg) = yo & A = yoe®0).

Ce qui assure l'existence et 'unicité de la solution au probleme de Cauchy. O

Remarque I1.11. Le fait que a et b soient continues est essentiel : on peut perdre aussi bien [’existence que
['unicité sinon.

Corollaire II.12. Si f,g sont deux solutions de (E), alors : soit f = g, soit leurs courbes ne se croisent
jamazis. C’est-a-dire que :

VigeS, (Veel, f(z)=g(x) & (Brel, f(r)=g()).

Démonstration. S'il existe zg € I tel que f(xg) = g(xg), alors f et g sont solutions du méme probléeme de
Cauchy (associé aux conditions initiales zg et f(xo) = yo = g(x0)), donc f = g. O

Remarque 11.13. Graphiquement, cela veut dire que les courbes des solutions de l’équation découpent le
plan : chaque point du plan appartient a la courbe d’une et une seule solution de S.

Exemple I1.14. Si on reprend [’équation y' + xy = x, ses solutions donnent le découpage suivant du plan :
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= 2 1z 0

Méthode I1.15. Pour résoudre une équation différentielle de la forme ay’ +by = x, on identifie d’abord les
points en lesquels a s’annule. Hors de ces points, on peut se ramener a une équation du type y' + ay = b,
que l'on sait résoudre. Et il suffit de voir si l’on peut recoller des solutions : ajuster les paramétres pour que
les solutions soient prolongeable par continuité en les points d’annulation de a, et que ces prolongements
soitent eux-méme dérivables.

Exemple I1.16. Résolvons sur R [’équation différentielle linéaire (E) : 2%y —y = 2> —xz + 1.

z2—z+1

En divisant par x* Uéquation, on se raméne a étudier sur R% et R* Uéquation : y' — x%y =53

équation homogene : sur R ou sur RY , une primitive de —x% est %, donc les solutions de l’équation

homogene sont de la forme : )
x> ez, e K

solution particuliere : On wva directement raisonner par identification, en cherchant une solution
particuliere de la forme f: x + ax +b. On a pour une telle fonction f :

1 ar+b ar’—axr—»b
f/(x)__ (:L’):CL— 2 2

2 x

X

donc f:x — x —1 est une solution particulicre de (E) (aussi bien sur R que sur R* ).
ensembles solution : les ensembles de solutions sur RY ou R* sont donc donnés respectivement par
les ensembles :

Si={r—z—1+X|NecK}etS ={z—az—1+pe " |peck}

1/z 1/x

recollement continu : comme lim e % = 400 et lim e~
z—0— xz—0t

le seul moyen d’avoir une solution continue en 0 en recollant des éléments de S, et S_ est de
prendre ;i = 0. Donc les solutions possibles de (E) sont les fonctions de la forme :

=0 (par limite d’une composée), alors

r—1+Xe V" siz>0
T —1 stx=0 , pour ek
r—1 six <0

dérivabilité du recollement : soit f une solution continue obtenue par recollement. Alors :

flx) = f(0)

— s1x<0:
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f(37) - f(O) Ael/e -1/

— stx>0: =1+ — 1 ou on utilise que lim “— = lim — (‘71) e~ l/* =
xr x z—0t+ z—0t z—0t
lim (—z)-e* =0 par croissances comparées.

T—r—00
donc une telle fonction est bien dérivable.

Conclusion : les solutions de (E) sont exactement les fonctions :

Vo g >0
six=0 , e K.
stx <0

5 4 -3 -2

Ainsi, le probléeme de Cauchy associé a (E) avec condition initiale y(xo) = yo admet :
— wune unique solution si xg > 0 et yo € K (quelconque) ;
— une infinité de solutions st xg <0 et yop =129 —1;
— aucune solution si xo < 0 et yo # xo — 1.
Remarque I1.17. Dans ’exemple précédent, la variation de la constante était plus compliquée pour trouver
1 1
une solution particuliére : elle demandait de résoudre N (x) = (1 ——+ —2) er. On procede par principe
r
de superposition, en reconnaissant que :

. 1 . L, 1
— la fonction x = —ev est la dérivée exacte de x +— —ew ;

, 1\ : L 1
— la fonction x (1 — — | ex est la dérivée exacte de x — xew.
x

Et on retrowve bien que x — (z — 1)eve s =z — 1 est solution particulicre de (E) (sur R%, R* ou méme
R).

III Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients
constants
On considere ici I'équation différentielle : (E) : y” + ay’ + by = ¢, définie sur un intervalle I, ou a, b sont

des constantes dans K, et ¢ est une fonction continue sur I a valeurs dans K.
On note (Ey) : y" + ay’ + by = 0 "équation homogene associée.

Définition ITL.1. Le polynome X2 + aX + b est appelé le polynéme caractéristique de l'équation (E).
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ITI.1 Solutions de I’équation homogene

Proposition II1.2. Notons A = a® — 4b. Alors :

1. si A #0 : notons 1,79 les deux racines distinctes du polynome caractéristique de (E). Les solutions
de (Ep) sont les fonctions de la forme : x +— Xe™® + pe™*, pour A\, € C (ou leurs parties réelles
st on raisonne sur R);

2. si A =0 : notons r l'unique racine du polynome caractéristique de (E). Les solutions de (Fy) sont
les fonctions de la forme : x — (Ax + p)e™, pour A\, € C (ou leurs parties réelles si on raisonne
sur R).

Démonstration. Notons ry,rs les racines du polynome caractéristique (avec éventuellement 1 = ry = 7).
Soit f deux fois dérivable sur I. Posons g = f' — rof. Alors g est dérivable, avec ¢’ = f” — rof’. Comme
r1 +ry = —a et que riro = b, on déduit que :

fed & [f=—af —bf
& g =—ag —bg—ray
& g =nrf —rraf =nrg

donc z est solution de (FEjy) si, et seulement si, g est de la forme x +— Ae"* pour A € K.
Ainsi, f est solution de (Fp) si, et seulement si, il existe A € K tel que f soit solution de 1’équation
différentielle linéaire d’ordre 1 :

(E') :y — 1oy = X"

dont les solutions de I’équation homogene sont de la forme z — pe™”, pour p € K.

Reste a trouver une solution particuliere, ce que l'on fait par variation de la constante en cherchant
une solution sous la forme x — p(z)e™® : c’est une solution si, et seulement si, p est une primitive de
x> Aell1772)7,

(ri—r2)x
1. si A # 0 : alors 1y # 19, donc p: x — A" convient. Donc
r —T9
S={z— e+ pe™ | A\ p € K} = {z — Ae™" + pe™® |\, u € K}
rL— T2

2. si A=0:alors 1y, =ry =1, donc u: x — Az convient. Donc :

S={x— (A\r+ p)e™}.

Exemples III.3.
1. Les solutions de I'équation y" — 1y — 2y = 0 sont les © + Ne ™ + pe*, \, p € K;
2. Les solutions de I'équation y" — 4y’ + 4y = 0 sont les v — (Ax + p)e*®, A\, u € K.

Corollaire I11.4. Si a,b € R, alors avec les mémes notations :

1. si A >0 : alors r1,r9 € R et les solutions réelles de (Ey) sont les fonctions de la forme : x
A"+ e pour A\, u € R ;

2. siA =0 :alorsr € R et les solutions réelles de (Ey) sont les fonctions de la forme : x — (Ax+p)e™,
pour A\, i € R ;

3. st A <0 :alors ry,ry = a+if avec o, B € R et les solutions réelles de (Ey) sont les fonctions de
la forme : x — e** (Acos(Bx) + psin(fBx)), pour A, u € R.
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Démonstration. Si f est une solution réelle, alors f est une solution complexe telle que Re(f) = f.

Ainsi les cas ou A > 0 se proviennent directement de ’étude de C (et le fait que f = Re(f) imposent que
A€ R).

Supposons A < 0. Comme a,b € R, alors r; =73 = a+ 1. Si f est une solution réelle, elle est de la forme
fxes AeletB®r oy elemifle — gaw (X} 4 py)cos(Bz) +i(A; — p1)sin(Bz)).

Et ainsi pour tout x € [ :

f(xz) = Re(f(z)) = ™ | Re(Ar + p1) cos(Bzx) + Re(i(A — p1)) sin(Bz)

=) =p
Et il est clair que les fonctions de cette forme sont bien des solutions. O

Remarques II1.5.

1. Dans le dernier cas, avec les mémes notations, les solutions sont aussi les fonctions de la forme :
x — Ae*cos(fx + @), pour A € Ry et ¢ €] — m; 7|, suivant un résultat de trigonométrie. On dit
alors que A est 'amplitude, ¢ le déphasage, « le coefficient d’amortissement, et B la fréquence.
Cette notation est fréquente lorsque ’on travaille avec des circuits électriques.

2. De maniére cachée, la derniére égalité nécessite que \y = py : c’est un résultat que l'on peut
retrouver par le théoreme de Cauchy-Lipschitz qui assure [unicité de Uécriture des solutions, et du
fait que, pour f réelle, f = f fournit une autre écriture qui revient a changer Ay en iy et py en Ay.

Exemple II1.6. Si w € R*, les solutions réelles de I’équation différentielle y" + w?y = 0 sont les fonctions
de la forme :
x — Acos(wz) + psin(wz), A\, pu € R.

II1.2 Solutions de ’équation complete

Proposition IIL.7. Si c : x — Ae®, pour A, \ € K, alors il existe une solution particuliére de (E) de la
forme :

1. o pue™, avec p € K, si A\ n’est pas une racine du polynéme caractéristique ;

2. x> pxe™, avec 1 € K, si \ est racine simple du polynéme caractéristique ;
2 Az
e

3. x— ux , avec b € K, st A est racine double du polynome caractéristique.

Démonstration. Soit k € Net y € K. On pose f : @ — uxFe’. Alors f est deux fois dérivable sur R, avec :
Ve e R, f'(z) = pe™ (Az* + k") et f(z) = pe™ (N + 20ka™ ! + k(k — 1)2"7?).
Donc pour tout x € R :
(@) +af (z) + bf(x) = pe™ (A + aX + b)z" + 2A + a)ka* " + k(k — 1)2"7?)
Donc f est une solution si, et seulement si, pour tout x € R :
1 (A +aX+b)z" + 2N+ a)ka* " + k(k — 1)2" %) = A.

1. si A n'est pas racine du polyndme caractéristique : alors A\ + aX +b # 0, donc k = 0 et u =
A

A2 +a\+b

2. si A est racine simple du polynéme caractéristique : alors A\? + aX + b = 0 mais 2\ + a # 0, donc

k=1let u=

conviennent ;

conviennent ;
2\ +a
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3. si A est racine double du polynéme caractéristique : alors A> +aX+b =0 et 2\ +a = 0, donc k = 2
A

et u = 3 conviennent.
O

Remarque I11.8. Le passage de C a R permet de trouver par la méme méthodes des solutions réelles lorsque
c est de la forme Be**cos(fx) ou Be**sin(fzx) en raisonnant dans les complexes puis en prenant les parties
réelles ou itmaginaire.

Exemple II1.9. Considérons l’équation (E) :y" —y' — 2y = e™*.
Le polynome caractéristique est X? — X — 2 = (X — 2)(X + 1), donc —1 est racine simple du polynome
caractéristique, et il existe une solution particuliére sous la forme x +— Axe ™. Posons [ : x — Are™™.
Alors :

Ve e R, f'(x) =M1 —2)e™™ et f"(x) = Nz —2)e™".

Donc : f"(x) — f'(x) —2f(x) =Xe ™™ - [(x —2) — (1 —x) — 22| = —=3Xe™ ™.
Donc : f:x— —sze™ est une solution de (E).
Donc les solutions de (E) sont les fonctions de la forme :

1
x> <)\ — §x> e " + e

Exemple II1.10. Considérons l’équation (E) : y" + 2y' + 2y = —2e *cos(x), dont on cherche les solutions
réelles.

On lui associe Uéquation : (E') - y" + 2y + 2y = —2e ™% = 271+,

Le polynome caractéristique est X? +2X +2 = (X — (=1 +4))(X — (=1 — 1)), donc (—1 +1) est racine
simple du polyndme caractéristique, et il existe une solution particuliére sous la forme x — \xe(~1T97,
Posons f : x +— Axe=1)% Alors :

Vo €R, f'(x) = AL+ (—1+)z)e™ 7 et f'(2) = M(=2 + 2i — 2iz)el "+,

Donc : f"(x) +2f'(z) + 2f () = AeTHHDT . [(=2 4+ 26 — 2ix) + 2(1 + (=1 +i)x) + 2] = 2ide"1H7,
Donc : f: x+ ize=1% est une solution de (E').

Donc y : x — Re(f(z)) = —ze "sin(z) est une solution de (E).

Donc les solutions de (E) sont les fonctions de la forme :

x> e’ ()\ei’” + pe " — xsin(a:)) =e “[(A+ p)cos(z) + (IA — ip — z)sin(z)], \,u € C
et les solutions a valeurs réelles sont les :
x— e [Neos(z) + (¢ — x)sin(x)], N, 1’ € R.

Remarque IIL.11. Au lieu de passer par les parties réelles, on pouvait aussi utiliser le principe de super-
position, en constatant que : cos(z) = “EE= et donc —2e “cos(z) = —e(THIT — (1707 [ équation
homogéne (donc ses solutions) est la méme que ci-dessus. Pour trouwver une solution particuliére :

— avec second membre de la forme —e =% - on retombe sur la situation de l’exemple, et on cherche
4 i
une solution de la forme f: x — Azel=")% On trouve A = 5

—1-d)z

— avec second membre de la forme —e! :en faisant des calculs similaires (ou en passant au

i)z —t

conjugué complezxe), on trouve que la fonction x — Aze! est solution pour A = -

Et finalement, on trouve comme solution particuliére la somme des deuz (par principe de superposition),
a savoir : , ,
s~ Lyl
2 2

On trouve ensuite le meéme ensemble solution que précédemment.

10T — _peTsin(z).
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Remarque II1.12. En général, on précisera sous quelle forme chercher une solution particuliere. Notons
que, plus généralement, si le second membre est de la forme Q(z)e*®, on peut trouver une solution de la
forme x™R(x)e ™ ot m est la multiplicité de N comme racine du polynéme caractéristique et R est un
polynome de méme degré que Q.

ITI.3 Problémes de Cauchy

Théoréme II1.13 (Théoreme de Cauchy—Lipschitz). Si g € I et yo,y1 € K, alors il existe une unique
solution au probleme de Cauchy :
y'+ay +by = c
y(ro) = o
y'(ro) = 1

Idée de preuve. On admet que I'équation différentielle (E) possede une solution, que 'on note f. Alors :

1. si A # 0 : les solutions sont de la forme x +— Ae™* + pe™* + f(x). Donc on souhaite résoudre le
systeme d’inconnues A, p suivant :

entoN ey = yg— f(xo)
e TN+ ree™™y =y — f'(x0)

qui est un systéme de linéaire & 2 inconnues, et 2 équations. Son déterminant est : (ry—r )e(r172)vo o£
0, donc ce systeme admet une unique solution.

2. st A =0 : on procede de méme, et on est amené a chercher les solutions du systeme :

zoe" O\ + eu = yo— f(xo)
(L +7rxp)e™N 4+ re™p = y; — f'(z0)

qui est de déterminant —e?"*0 £ 0, et admet donc aussi une unique solution.

Dans les deux cas, il n’y a donc qu’une seule solution au probleme de Cauchy. O

Remarque II1.14. Comme pour le degré 1, on peut montrer ’existence de solution par une méthode de
variation de la constante, mais celle-ci est plus complexe pour le degré 2.

Si ¢ est de l'une des formes du paragraphe précédent (ou une fonction constante), on sait trouver des
solutions donc la démonstration est compléte.



Chapitre 9

Comparaisons de fonctions et de suites

Pour tout ce chapitre, on considere I un intervalle de R, et a € I ou éventuellement a = +oo (resp. —oc)
si I n’est pas majoré (resp. pas minoré).

I Relations de comparaisons

1.1 Négligeabilité

Définition I.1. Soient f et g deux fonctions définies sur I. On suppose que g ne s’annule pas sur I, sauf
cventuellement en a. On dit alors que f est négligeable devant g au voisinage de a, ce que l’on note
f@) =, olg(a)). si

f(z)

lim——= = 0.
g

Remarques 1.2.
1. Le fait que g ne s’annule pas n’est pas une véritable contrainte, et quasiment toutes les situations
que l'on étudiera s’y ramene, quitte a réduire ['intervalle I.

2. 1l existe une définition plus générale, mais plus difficile a manipuler, qui consiste a dire qu’il existe
une fonction € définie sur un voisinage V, de a, qui tend vers 0 en a, telle que : pour tout x €

INVe, f(z)=e(z)g(x).

Exemple 1.3. Considérons f: x> 2% et g : x> 2. Alors :
. g(z) 23
1. au voisinage de 0 : o= = — ==« = 0, donc g(x) = o(f(x));
T—r

f(x) ﬁ x—0
2. auvoisinage de ko0 : L = T2 L o done (@) = olg(a) et fla) = _ola(e):
. au voisinage de Oo'g(l')_xzs_xx%:l:oo , done f(z) = olg(@)) et flz) = olg(z));
1 1
3. au voisinage de a € R* .'M:— — —%OetM:x — a # 0, donc on ni f n’est négligeable
g@) woea @ T

devant g, ni g n’est négligeable devant f au voisinage de a.

Remarques 1.4.

1. La négligeabilité est une notion locale : elle dépend de la ou on se place. Et, méme avec les mémes
fonctions, changer le lieu d’étude change la négligeabilité ou non.

2. La négligeabilité n’est pas omniprésente : il y a des fonctions qui ne sont pas comparables au sens
de la négligeabilité.

3. Moralement, dire que f est négligeable devant g veut dire qu’elle est infinitment plus petite. Concre-
tement, cela se traduit en terme de vitesse de convergence :

113
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— st f tend vers l'infini, alors g également, et le fait infiniment plus vite ;
— si g tend vers 0, alors f également, et le fait infiniment plus vite.

Exemple 1.5. On a vu, dans les croissances comparées, que :

1
lim = = lim n(z) =0
r—+o00 et r—+o0o0 I
c’est-a-dire que : x = o(e®) et In(z) = o(z).
z—0 z—0
Par produit, il vient :
In(z) In(z) x 0
e I €% atoo
et donc : In(x) = o(e”).
z—0
Remarque 1.6. [l faudra prendre garde aux notations “= 07 qui ne vont pas dans les deux sens : dans le
T—a

cas précédent, on ax = o(e”) etln(z) = o(e”), mais on n'a évidemment pas x = In(x) ouzr = In(z).
z—0 z—0 r—+00

1.2 Equivalence

Définition 1.7. Soient f et g deux fonctions définies sur I. On suppose que g ne s’annule pas sur I, sauf
éventuellement en a. On dit alors que f est équivalente a g au voisinage de a, ce que l'on note

f@) ~ gla). si:

Remarques 1.8.

1. La encore, si g s’annule, on cherchera a réduire lintervalle I. Mais, comme le quotient i tend vers
g
1 #£ 0, on peut s’intéresser a la non-annulation de f plutot que celle de g, ce qui revient au méme.

2. Plus généralement, cela revient a dire qu’il existe une fonction 0 définie sur un voisinage V, de a,
qui tend vers 1 en a, telle que : pour tout x € INV,, f(x)=0(x)g(x).

Exemples 1.9.

x

e —
1. Au voisinage de 0, on a vu que : lim =1, et donc : e* —1 ~ ux.
z—0 xT z—0
. . In(1+x) ; L
On a aussi vu que lim————= =1, et doncIn(1+z) ~ x, qu’on pourra aussi écrire ln(z) ~ 1—zx.
z—0 T z—0 z—1
. : . cos(x)
2. Au voisinage de 0, on a que : limcos(z) = 1, et donc : lim =1, donc cos(z) ~ 1.
x—0 z—0 1 z—0

sin(z) =1, alors sin(x) ~ .

On a également : lim
z—=0 X z—0

3. Au voisinage de +00, on a :

?+r+1 1+1+5% 1
_>

p— _— = 1
12-324+2 1-342% oot 1
et donc :2? +x+1 ~ 22 —3x+2.
T—r+00
La méme méthode montre que 'on a méme les équivalents plus simples : 2> +x+1 ~ 22

T—r+00

Remarques 1.10.
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1. Comme pour la négligeabilité : c’est une notion locale (elle dépend de la ou on se place), et elle n’est
pas omniprésente (il y a des fonctions qui ne sont pas comparables au sens de [’équivalence).

2. Moralement, dire que f équivalente a g veut dire qu’elle est du méme ordre de grandeur. Deux
fonctions équivalentes, si elles tendent vers O ou l'infini, tendent a la méme vitesse.

Proposition 1.11. La relation “étre équivalent au voisinage de a” est :
1. réflexive : on a f(x) ~ f(x);
T—a
2. symétrique : si f(x) ~ g(x), alors g(x) ~ f(z);
Tr—a T—a

3. transitive : si f(z) ~ g(z) et g(x) ~ h(z), alors f(x) ~ h(x).

Démonstration.
1. % =11
2 2 o S = =
9(x)
3. par limite d'un produit : hg; - ;C 8 zg; S 11=1

O

Remarque 1.12. Cela veut dire qu’on a affaire a une relation d’équivalence : c’est un lien entre deux
objets qui se comporte sensiblement comme une égalité.

On wverra en revanche qu’un équivalent est moins permissif qu’une égalité, ce qui légitime ['intérét du
résultat suivant.

Proposition 1.13. Si f, g sont définies sur I, on a l’équivalence :

f(x) ~ g(z) = f(z) = g(x)+o(g(x)) & flz) = g(z)+o(f(z)).

r—a r—a T—a
Démonstration. Comme la relation d’équivalence est symétrique, le premier point équivaut a lim% =
m%ag €T
| = 1im 9.
:c—)af(x)
Le reste vient du fait que f(@) = 9(z) = f(z) — 1, et donc :
g(x) g(x)
_f(z) . flx) —g(z)
lim——= =1<lim—————==0< f(z) = g(x)+o(g9(x))
Tr—a g(])) r—a g(x) Tr—a
et pareil pour la derniere comme : M =1- @ O
f(x) f(z)
Exemple I.14. On a vu que In(z) = o(z), donc : x +1n(x) ~ .
T——+00 T—>+00
Et on a par le méme raisonnement que : e* +x ~ €”.

T—r—+00

Remarque 1.15. Cette €égalité est fondamentale. On verra que, selon le contexte, il peut étre plus agréable
de travailler avec des équivalents ou avec des o, et cette relation permet de passer de ['un a [’autre.
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1.3 Domination

Définition 1.16. Soient f et g deux fonctions définies sur I. On suppose que g ne s’annule aps sur I,
sauf éventuellement en a. On dit que f est dominée par g au voisinage de a, ce que l’on note
f(x)

g(x)
voisinage V, de a et un réel M € R, tel que :

f(z) = O(g(x)), sila fonction x +— est bornée sur un voisinage de a, c’est-a-dire qu’il existe un
r—a

f (=)

oo =M

VeelnV,, ‘

ou autrement dit s’il existe € > 0 et M € R, tel que :
Veel, |t—al<e= 'M‘ < M.
g(x)

Remarques 1.17.

1. Plus généralement, cela revient a dire qu’il existe un voisinage V, de a, et :
— une fonction M bornée sur V,, telle que : pour tout x € INV,, f(x)= M(x)g(x);
— ou un réel M tel que : pour tout x € INV,, |f(z)] < M -|g(z)|.

2. Cela veut dire que f n’est au pire pas beaucoup plus grand que g : [ peut étre plus petite que g,
meme infiniment plus petite, et pourrait étre plus grande que g, mais pas infiniment plus grande.

Proposition 1.18. Si f, g sont définies sur I, et A € R, alors :

(f(@) = olgl@)) ou f(z) ~ Ag(@)) = f(x) = Olg(x)).

—a Tr—a
x
Démonstration. Dans les deux premiers cas, le quotient % tend vers une limite finie (0 ou A selon les
g(x
cas). Le résultat se déduit qu'une fonction ayant une limite finie est bornée. O

Remarques 1.19.

1. Les notions de o ou de ~ sont donc plus fortes que celle de O dans le sens ou le O englobe les deux
autres notions.

2. La réciproque est fausse : il existe des fonctions dominées qui ne sont ni négligeables ni des équi-
valents. Mais 'idée est que ces deux cas extrémes couvrent déja beaucoup de situations, ce qui fait
qu’on ne travaillera pas beaucoup avec des O.

3. 1l est plus rare d’utiliser les O, mais c’est souvent plus pratique. par exemple quand on travaille
avec des fonctions bornées mais qui n'ont pas de limites : cos,sin,x — x — |x], ...

Exemples 1.20.

1. Pour tout x € R, on a : |cos(z)| < 1 et |sin(x)| < 1, et donc peu importe la valeur de a :

cos(z) = O(1) etsin(z) = O(1).

T—a r—a

2. Par définition, on a pour tout x € R : |x] < x < |z| + 1. Et donc pour tout x >0 : 0 < Lz] <1,
x

donc pour tout a >0 ou a = +oo : |z] = O(x).
Tr—a

Remarque 1.21. Pour le second point, on a méme l'équivalent : |z| ~ x, comme pour tout x > 1 :

T—+00
r—1 x
x—1< |z| <z et donc en divisant par x : —— < Lz] <1 ce qui assure que |x| ~ x car le quotient
Xz x T——+00

tend vers 1 par encadrement.



II. MANIPULATIONS DES RELATIONS DE COMPARAISONS

II Manipulations des relations de comparaisons

I1.1 Opérations usuelles sur les relations de comparaisons

Proposition II.1 (Opérations sur les o et les O). Soient f, g, h des fonctions définies sur I. Alors :

~

siAeR" el f(z) = o(g(x)), alors f(x) = o(Ag(x)) et Af(x) = o(g(z));
si f(x) = ofh(x)) et g(x) = o(h(z)), alors f(z) +g(z) = o(h(z));

i f(@) = olg(@)) et glw) = o(h(x)), alors f(x) = o(h(x) (transitivité);
si fi(z) = o(gi(x)) et fo(x) = ofga(x)), alors fi(2)fo(r) = o(gi()g2(2));

sia € Ry« f(e) = (())ﬁf(w)“ = ofg(x)?);

si f(x) = olg(x )); alors f(@)h(z) ( (2)h(z)) ;

SN

7. si f et g ne s’annulent pas, alors : f(x)
5. (@) = olgla)) & £(@)| = ollg(a)):

Démonstration.

@) fa) M)
L] 0= alc—m)\g(qj) alc—m (:p)

(x)

2 im I — i 98 g gy L@ T 9(@)
(x)
)

)
x—)ah( ) r—a h(l’)
f@) 9@ f@) f@)g
3. glcl—r>nag(:p) 0= :lt—mh(m) = h(:L‘) g(ZL“) h
@) ) )
i) T () T g @)l

f(z)

117

5. par continuité en 0 de la fonction z — z¢ : lim——= =0 = /() = (f@)) — 0. La réciproque

Tr—a

v g(z) g(x)*
se déduit en appliquant le résultat avec 1/a > 0.

Et les autres se traitent de méme.

Remarques I1.2.

1. Tous les résultats ci-dessus restent valables en changeant les o en des O. Mais en pratique on
utilisera surtout des o (qui sont plus précis, méme s’ils conduisent parfois a des calculs un peu plus

lourds).

Dans cette optique d’alléger les calculs, on essaiera le plus possible de regrouper les termes dans les

o : ausst bien les différents o qui interviennent, que certains termes qui seraient en dehors.

2. On prend bien garde a sommer les o et pas dans les o. Par exemple, on a In(x) =
T—r+00
In(z) = o(—x). Mais2ln(z) # o(r—x) = 0(0).
S T—

T—+ z——+00 0

o(z) et

De fait, pour sommer des o différents, il faudra d’abord les exprimer comme des o d’une meéme

quantité.

Exemple I1.3. Avec a = +o0 :

— o(a?) +o(In(z)) +o(x) = ofz?);

T—+00
— o) —o(?) = os?);
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— z+ 2%+ o(z?) T z? + o(z?) ;
— 22 + 2%In(z) + o(x) en revanche ne se simplifie pas ;
Proposition I1.4 (Opérations sur les équivalents). Soient f, g, h des fonctions définies sur I. Alors :
s Ai(5) ~ () ot fole) ~ go(e). alors fi(@)fala) ~ g1(@)a(s)
. sin €N et f(x) o~ g(x), alors f(x)" o~ glx)™;
si (@) ~ gl@). alors f(x)h(x) ~ gle)h(z);

S

1 1
f(x) va g(z)”
si f ou g est positive, et f(z) ~ g(x), alors pour tout « € R : f(x)* ~ g(x)“.
a

T— Tr—a

4. si f ou g ne s’annule pas, alors f(x) ~ g(z) &
T—a

N

Démonstration. Comme pour les o, en regardant les quotients. La différence est dans le points § : on peut
prendre o € R, car méme si a < 0 la fonction z — 2% est continue en 1; mais on perd I’équivalence avec
le cas a = 0. O

Remarques I1.5.

1. On voit que les équivalents se comportent trés bien avec les produits, quotients et puissances.

2. En revanche, on ne somme jamazis des équivalents : pour avoir un équivalent d’une somme, on est
obligé de repasser par les o.

Par exemple : v +1 ~ xzet—x+1 ~ —zx, maszx+1l—ax+1=2 « 0=2x—uzx.

&—3+00 z—+00 2400
Proposition I1.6. Si f, g, h sont définies sur I, avec g, h ne s’annulant pas sauf éventuellement en a. Alors :
1. si f(w) = Olgla) et gla) = oh(a)), alors f(x) = o(h(a));
2. si f(x) = o(g(x)) et g(x) = O(h(x)), alors f(x) = o(h(x)).

Démonstration. Dans un cas comme dans 'autre on écrit :

@) _ @) gl)
ha) ~ g(@) @)

avec dans le dernier produit un des facteurs qui tend vers 0 et I’autre borné, donc leur produit tend vers
0. O

Remarque I1.7. Comme un o est aussi un O, alors on retrouve la transitivité des o.

Corollaire I1.8. Avec les mémes notations :
1. si f(x) o~ g(x) et g(x) = o(h(x)), alors f(z) =
2. si f(x) = o(g(x)) et g(x) o~ h(z), alors f(z) = o(h(z)).

Démonstration. Comme un équivalent est un O. n

Exemples II.9.

1. Au voisinage de 0, on a : 2° = o(z) etIn(1+2x) ~ =z, doncz® = o(In(l1+x)), c’est-a-dire que :
z—0 z—0 z—0
3

_ T

lim—— =

x%Oln(l + :E)
2. Au voisinage de +oo : x’sin(z) = O(2?) et 2° = ¢® donc 2%sin(xz) = o(e?), c’est-a-dire

T—>+00 T—>+400 T—>+00

2 .
que : lim M = 0.

r—+00 er
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Remarque I1.10. Ces résultats permettent aussi de regrouper différentes expressions dans des o : soit parce
que ['une est négligeable et que ['autre est du méme ordre de grandeur, soit parce qu’elles sont toutes deux
négligeables face a deur quantités comparables.

1 1
Exemple II.11. On considére f,g deux fonctions définies sur R telles que f(z) = 4+ —+o0 (—2) et
T T T

g(x) e 3z +2+o0(1). Alors :

fa)gla) = (4+1+o(§)>.<3m+2+0<1>>

X

2 1
= 12z4+114+—+o0(l)+o0|—
T i

N J/
-

=o(1)

qui ne peut pas étre davantage simplifiée comme expression, comme ni 12x ni 11 ne tendent vers 0 en +oo
(donc ne sont des o(1)).

I1.2 Composition et relations de comparaisons

Proposition I1.12 (Composition & droite). On considére ¢ : J — I et b € J tel que hn% o(x) = a. Alors
x>
pour f,qg définies sur I :

L si f(z) = olg(z)), alors (fop)(z) = ol(gow)());
2. si f(z) ~ g(x), alors (fop)(x) ~ (go¢)(z).

Démonstration. Par composition des limites. O

Y]
z—b

Remarques 11.13.
1. Dans le premier résultat, on peut remplacer les o par des O.

2. Un cas trés utile est lorsque ¢ est une translation : on peut ainsi ramener [’étude locale d’une
fonction f au voisinage de a # 0 en étudiant en 0 la fonction x — f(x + a).

3. On a seulement ce résultat sur les compositions : les compositions a droite se comportent bien.
Pour les compositions a gauche, c’est a traiter au cas par cas, et il faudra systématiquement le
redémontrer.

Exemple I1.14. On a vu que sin(x) ~, T Comme lirr(l)x In(z) = 0, alors on déduit que :
x— z—

sin(z - In(z)) o~ In(x).

In(x)

=0, alors :

(M) o

Proposition I1.15. Si f, g sont définies sur I, alors :

De méme, comme lim
x—+o00

1. /@ ~ e9®) s et seulement si, lim (f(x) — g(x)) =0;
Tr—a r—a

2. st f(x) ~ g(x), avec f (ou g) positive, tendant vers une limite | # 1 (finie ou non) en a, alors :
Tr—a

(/)] ~ Wn(g(x).
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Démonstration.

1. Par équivalences, on a, comme ’exponentielle ne s’annule jamais :

ol @
ef@ ~ e9®) o 1
T—a eg(m) T—a
& efl@-g@) 1
Tr—a
& fla)—gx) - 0

par continuité de exp et de In pour la derniere équivalence.

x
2. Avec les conditions imposées, on a que fg ; — 1 et In(g(z)) — In(l) # 0. Donc In(g(z)) ne
g X T—ra
s’annule pas sur un voisinage de a et sur ce voisinage :

n(f(x))  In(g(x)) + n(f(x)) — In(g(x)) ) 0
n(g(z) In(g(2)) I ) e

d’ou le résultat.

Remarques 11.16.

1. Le cas de exp a une utilité assez limitée en fait puisque :
— avec f(x) =z etglx)=a+1, ona f(z) ~ g(x) maisef@ L eI

T—+00 T—++00

— avec f(z) =1 et g(z) = % on ae/® ~ e9@) mais f(z) £ g(x).
z—

z—0
2. Pour le logarithme : il faudra toujours le redémontrer, il faut bien faire attention a ce que la limite
ne soit pas 1, et la réciproque est fausse :

(a) avec f(x) =1+ z et g(x) =1+ 2%, on a f(x) ~ (x) ~, 1, mais In(f(x)) ~ 7 A x? ~
z— z— z— 20 z—
In(g(z))

(b) avec f(x) = x et g(x) = 2z, on a In(f(x)) = In(zx) et In(z) + In(2) = In(g(z)) mais
f(@) A glx).

T——+00

III Analyse asymptotique

ITI.1 Comparaisons et limites

Proposition II1.1. Si f est définie sur I, alors :
f(x) = o(l) & limf(x)=0.

Tr—a Tr—a

Si f ne s’annule pas sur I, on a de plus :

1=, olf(@) & lim|f(@)] = +oc.

CU:)O/
Démonstration. Le premier point est directement la définition.
Pour le second, on a :

1 = o(f(z)) & lim—— = 0 < lim

z—a m—mf(g(:) z—a

()

=0" & hin|f(x)\ = +00.
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Remarques III.2.

1. On peut remplacer 1 par n’importe quelle constante non nulle, ou méme n’importe quelle fonction
continue de limite non nulle.

1
2. La valeur absolue est indispensable dans le second cas, pour transformer la forme indéterminée 0

1
en 0—+ = +00.

Corollaire I11.3. Si f est définie sur I et l € R, alors :

limf(z) =1l f(x) = [+ o(1).

r—a T—a

Démonstration. On a directement :

limf(z)=1l<lim(f(z)—1)=0< (f(x) —1) = o(l) & f(x) = l+o0o(1).

r—ra r—a rT—a rT—ra

]

Corollaire II1.4. Si f,g sont définies sur I, avec g ne s’annulant pas sauf éventuellement en a et telles

que f(x) = O(g(z)) et limg(x) = 0.

Alors : ilgn:]g(m) =0 o

Démonstration. 11 suffit de dire que glclgcltg@) =0< g(x) = o(1), et donc par transitivité f(z) = o(1)
ce qui donne le résultat. O
Remarque ITL.5. On avait aussi vu qu'un o d’un O est un o, donc on a le méme résultat si f(x) = o(g(x))

et que g est bornée au voisinage de a, mais c’est moins souvent utile.

Proposition II1.6 (Equivalent par encadrement). Si f, g, h sont définies sur I avec f (ou h) ne s’annulant
pas, f <g<het f(x) ~ h(x), aors g(x) ~ f(z).
T—a T—a

Démonstration. En divisant I'inégalité par f(x), on a selon le signe de f(x) :

A F@) _ gla) _ hi)
_ flx g(x x
Y0 S e S @
o=t @) gl@) . h)
 f(@ g(x x
e T T T )

et donc dans tous les cas :

i (1) = 5 <o (155

dont les deux membres extrémes tendent vers 1 pour  — a comme f(z) ~ h(x). Par encadrement, on

f (x) r—a

déduit que lim=——= = 1, ce qui prouve 1’équivalence. n
m—)ah(gj)

Remarques I11.7.

1. On peut aussi travailler directement en manipulant les o et les O. Par l'inéqgalité vérifiée par f, g, h
on a :
O<g—-f<h—-Ff
et donc par encadrement : g(x) — f(x) = O(h(z) — f(z)) = o(f(x)). Ce qui donne la relation

d’équivalence.
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2. On a aussi g(x) ~ h(z), donc en pratique on choisira, parmi les expressions de f ou de h, celle
Tr—a

qui est la plus simple pour avoir un équivalent le plus simple possible pour g.

Proposition III.8. Sil € R*, et f une fonction définie sur I, alors :

f(z) ~ l< limf(z) =1.

r—ra r—ra
Démonstration. On a directement :
T
flz) ~ Z@M — 1< f(x) — 1
r—a l T—a r—a

Remarques II1.9.

1. St la limite est nulle, alors on ne peut rien dire en termes d’équivalents : la seule fonction équivalente
a la fonction nulle est la fonction nulle elle-méme. On n’écrira donc jamais que f(x) ~ 0.
Tr—a

x
2. Si le quotient /() a une limite en a (finie ou non), alors on peut toujours comparer f et g. Plus

g(x)
précisément, si on note | € RU {£o00}, alors :

— sil =0 : alors f(x) = o(g(x));
— si ]l =400 : alors g(x) = o(f(x)) ;
— sil € R* : alors f(x) ~ l-g(x).

Proposition II1.10. Si f est définie sur I, alors :

1. f(x) = O(1) si, et seulement si, |f| est majorée sur un voisinage de a ;

2.1 = O(f(x)) si, et seulement s,

rT—ra

est majorée sur un voisinage de a.

Démonstration. Par définition, en notant qu’une fonction est bornée si, et seulement si, sa valeur absolue
est majorée. O]

Proposition IT1.11. Si f(x) ~ g(z), alors sur un voisinage de a les fonctions f et g ont le méme signe.
Tr—a

x
Démonstration. Comme f(x) ~ g(x), alors pour x suffisamment proche de a on obtient : ) > 0.
Tr—a

f(z)

Et pour un tel z : f(x) = =——=g(x) est du signe de g(x). O

g(x)
Proposition IT1.12. Si f(x) ~ g(z), alors f a une limite en a si, et seulement si, g en a une, et dans ce
Tr—a

cas les limites sont égales.

Démonstration. Par symétrie de ~ , il suffit de montrer une implication.
Tr—a

Supposons que g posséde une limite [ (finie ou non) en a. Alors :
f(z)
r)="—"=g(lx) = [
f@) = 28 4) =,
S~ =l
—1

donc f a méme limite que g. O]
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Méthode II1.13. Pour calculer une limite, il suffit de déterminer un équivalent de l’expression a étudier. 11
faudra tout de méme parfois avoir recours a des calculs avec des o ou des O pour arriver a des équivalents.
On essaiera toujours d’avoir un équivalent le plus simple possible :
— idéalement uniquement avec des produits ou quotients fonctions puissance, exponentielle ou loga-
rithmes (et leurs puissances) ;
— toujours a un seul terme : on regroupe toujours les termes d’un équivalent :
— soit ils sont du méme ordre de grandeur et on les rassemble ;
— soit l'un est négligeable devant 'autre et on le supprime.

I11.2 Exemples fondamentaux

Remarque I11.14. S7 on travaille avec des fonctions continues, le cas intéressant est lorsque les limites
considérées sont nulles, ou infinies : dans les autres cas, les relations de comparaison n’apportent pas grand
chose dans la compréhension des fonctions.

C’est justement la ou les relations de comparaisons sont importantes : elles levent les formes indéterminées
en disant plus précisément a quel point une quantité est grande ou petite.

Théoréme II1.15 (Croissances comparées en +00). On a les relations de comparaisons suivantes :

I.sia,BER::a<fe2 = 2°;

T—+00

2. sia,beR, ra<bsa® = ofb);

T—r+00

3 sia, B eRY :(In(z)* = o (:L"B) E

T—+00

4. sia,BERL 1% = 0(65”*’).

T—+400

Démonstration. Découle des limites classiques et des croissances comparées. Dans chaque cas, comme les
fonctions ne s’annulent pas, on peut étudier la limite du quotient. O
Théoréme II1.16 (Croissances comparées en 0). On a les relations de comparaisons suivantes :

1. sia,fER, alors : a > [ & = o(mﬁ);

z—0

1
2.sia>0etfeER :2* = o|ln(x)’) et [In(z)|® = o (—)
z—0 z—0

xa
Démonstration. Idem. O

Corollaire II1.17. Une fonction polynomiale non nulle est équivalente a son monéme de plus haut degré
en 00 et a son mondéme de plus petit degré en 0. Concrétement, si f @ x > ap@™ +ap_1 2"+ -+ apa™,
avec m < n et ay, a, # 0, alors :

flx) ~ auz™ et f(x) ~ apz™.
z—+o00 z—0

Démonstration. Avec les mémes notations, il vient que :

— pour tout k >m : zF = o(z™);
z—0
— pour tout k < n : z* = = o(z™);
et alnsi en sommant :
— m m ~ m — n n ~ n
f(z) =, "+ o(x™) o~ amz™ et f(z) = " o(z") oy "
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Proposition IT1.18. Si f est dérivable en a, alors :

f@) = fla)+ f(a)(x —a)+o(x—a)

r—a

En particulier, si f'(a) # 0, alors :
f@) = fla) ~ fa)-(z—a)

rT—a
Démonstration. La fonction f est dérivable en a si, et seulement si, la taux 7, s(z) tend vers f'(a) en a,

c’est-a-dire que :

Tr — Qa Tr—a

Ta(T) =

En multipliant tout par z — a et en ajoutant f(a), c’est le cas si, et seulement si :

f@) = fla)+ f(a)(x—a)+o(x—a)

T—a

]

Remarque I11.19. On a méme un résultat plus fort : si on peut trouver une écriture du type f(z) =
r—a

fla) +l(z —a) +o(x —a), alors f est dérivable en a, de dérivée f'(a) = I.

Et la version avec des équivalents ausst peut s’utiliser dans [’autre sens.

Corollaire I11.20. On a les équivalents suivants en 0 :

1. e =1 ~ x;

Arcsin(z) ~, T
T—

Arccos(z) — 5 o~ T
Arctan(z) ~ x;

z—0
sh(z) ~ .

x—0

S T T T R
&
=3
&
2
8

~
=

Démonstration. Découle des calculs de dérivées en 0. O

Remarques III1.21.
1. Pour o = %, on trouve que /1 +x — 1 ~, 5, ou que 1+ 1 =143 +o(x).
T
1
+x
2. Tous les équivalents précédents s’expriment également en termes de o. Par exemple, les premiers
points donnent :

Avec o = —1, on retrouve le cas de

1
e*—1 = z+o(x) etl -1 = —z+o(x)

z—0 +x z—0

qu’on écrira plutot :

1
= 1+xxiol—x+0<l‘).
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3. Si f'(a) =0, on ne peut pas avoir I'équivalent de f(x) — f(a) aussi facilement. Par exemple, pour
cos en 0, la méthode précédente ne donnerait pas d’équivalent, mais seulement que :

cos(x) = 1+ o(z).

x—0

4. On prend bien garde a appliquer l'équivalent au bon endroit. Par exemple, si [’on souhaite un
1

équivalent pour x proche de O de 3 on a deux possibilités :

+z
— ou bien par une dérivée : on considere la fonction f : x > Sy au voisinage de 0, qui est
x
dérivable sur son ensemble de définition avec :
Vo €] — 2,400, f'(z) = L
) ) (2 + I)Q
et donc :
f@) = FO) = 5= = 5 ~, 10) ’
v _2—|—x 2 -0 w:p—>0 4"

— ou en se ramenant a une situation connue :

1 I 1 1 1 1 ( x) T
2+z 2 2\1+z/2 20 2 2) 20 4

ot on a en fait composé a droite, comme lin%($/2) = 0.
T—r

Exemple I11.22. Déterminons un équivalent de cos(x) — 1 en 0. Pour cela, on utilise que cos(z) = 1 —
2sin® (£). Et par le fait que sin(z) =T+ o(z), on déduit que :
T—>

cos(x) = 1-2 (z + o(x)>2

z— 2

Mais on a :
x 2 T 2 T\ 2 x? 2
(5 + 0(95)) - (5 1+ o(1)>) - (§> (L4 0(1))? = - (1+0(1) = T +0(a?)
et donc en réinjectant cette valeur :
22 9
cos(x) =, 1-— 5 + o(z”)
72
‘est-a-di : 1~
c’est-a-dire que : cos(x) Rt
On peut aussi utiliser directement les équivalents, comme sin(z) ~, T et donc par composition a droite :
Tr—r
2 2
cos(x) — 1 = —2sin? <£> ~ 2t T
2/ z—0 4 z—0 2

qu’on peut aussi écrire :

cos(x) = 1— T o(x?).

x—0 2
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I11.3 Calculs de limites

Exemples 111.23. Reprenons les calculs de limites du chapitre sur les fonctions usuelles, en utilisant les

équivalents.
1 lim In(z3+1) |
' T—+00 zt=5 -
In(z3 + 1) In(z%) 3ln(x) 0
zt =5 aotoo gzt aotoe  at zodtoo
: In(z*+1)
2 m1—1>r—|¥loo w?+3
In(z* +1) In(z* 4In(z) 0
22 +3 z—4 22 z—+00 22 x—+00
3z
3. lim £
x—>+oom+2
6330 6390
T+ 2 x—+oo T x—+o0
. 6317
4 a:gglooxg'i_l

3z e3w

~ — — o0
3;'3—{— 1 2—400 3 z—+00

e

. 3_
5. lim & 3zlnz+Inx .

Z—+o00 eT+xsin T
® —3zlnz+Ine 2P+ o(@?)+o(x)  a*4o(2?) x3 0
e* + xsinx z—+00 e + O(x) z—too eF + o(e?) z—+o0 €% w—too
Exemple I11.24. Calculons la limite en +00 de f : x +— /a3 + 22 — /a3 — 222,
a—2>b

mais les calculs

On pourrait utiliser des quantités conjuguées, en notant que J/a— /b = _ ,
va Va2 + ab+ Vb2

deviennent rapidement compliqués. On va plutot utiliser des o :

. 1 —2
fx) = \7$3+952—\3/x3—2$2=90'<€/1+%—{’/1—§> xjoofc'(ngO(i)—?Jro(%))
3
T—+00 3.T

et donc lim f(x) = 1.

Tr—r+00
Remarque II1.25. Dans cet exemple, si on procédait par équivalent pour les deux racines, on trouverait :
Vads+ 22 ~ xet~ad—212 ~ x. Enrepassant par l'écriture avec les o (pour soustraire les équiva-

T—+00 T—+00
lents), on déduit que :

f(z) Lot +o(z) = o(x)

ce qui non seulement ne donne pas d’équivalent (le o n’est pas négligeable par rapport a ’'expression qui le
précede, a savoir 0 ici), et pas non plus la limite : un o(x) en +00 peut avoir n’importe quel comportement :

— limite +o00 : In(x);

— limite —oo : —In(z);

— limate fimmel € R - [;

— pas de limite : sin(x) ou \/zsin(x)
Inversement, une égalité a un o(1) prés donne toujours la limite, puisque cela revient a connaitre [’expres-
ston a une quantité qui tend vers O pres.



IV. COMPARAISON DE SUITES 127

Exemple 1I1.26.
Déterminons, swivant la valeur de o € R les limites suivantes :
sin(z - In(z))

1. glgr(l) o s on a déja montré que sin(xln(x)) ~ xln(x), et donc :
(] ,
sin(z - In(z)) ~ 2 ln(z) — 0 si < 1
e z—0 z—0 | —o0 81 a>1
1 1 1
2. lim z%sin ( H<I>> s on a déja montré que sin ( n(x)) ~ n(x)} et donc :
T—+00 X x r—=+oo T

o [ I(2) a1 0 si a<l
r%sin ~ % In(z) — :
T z—400 z=+o0 | +00 st o a>1

IV Comparaison de suites

Définition IV.1. Soient (u,), (v,) deuzr suites, avec v, ne s’annulant pas a partir d’un rang. On dit que

u,) est négligeable devant (v,) (resp. dominée par (v,), équivalente a (v,,)) si la suite tn tend
(un) glig P p , €q

vers 0 (resp. est bornée, tend vers 1).

On note alors u, = o(v,) (resp. u, = O(vy,), Up ~ vVy,).
Remarques 1V.2.

1. 1l s’agit donc de la méme définition que pour les fonctions, en considérant uniquement le cas ou
a = 400 (dont on a vu que c’est le seul point adhérent important pour les suites). Cela justifie au
passage que l'on ne fasse pas apparaitre le n — +o0o dans les notations.

De fait, tous les résultats précédents restent valables, notamment les liens entre les relations et les
manieres de les manipuler.

2. On peut généraliser la définition pour inclure les suites qui s’annuleraient un nombre infini de fois,
en disant qu’il existe un rang ng et une suite (w,) tendant vers 0, ou bornée, ou tendant vers 1
(selon les relations) telle que :

Yn > ng, U, = Wpty,.

Proposition IV.3. Siu,v sont deuz suites telles que u,, = o(vy,) (resp. u, = O(v,,), up ~vy,) et o : N — N
strictement croissante, alors Upny = 0(Vp(n)) (T€SP. Upmn) = O(Vp(n)), Upmn) ~ Vpn))-
Démonstration. On verra qu'une telle fonction ¢ vérifie lim p(n) = 4o0o. Le résultat se déduit par

n—-+0o
composition a droite. O

Remarque IV.4. On verra dans un prochain chapitre que les fonctions ¢ de I’énoncer sont trés importante :
moralement, cela revient a ne garder que certains termes d’une suite. Une telle suite est appelée suite
extraite et conserve certaines propriétés de la suite initiale.

Proposition IV.5. Si f, g sont deuzx fonctions définies sur I, et (u,) une suite d’éléments de I qui tend
vers a, alors :

1 si () = olg()), alors f(u,) = olg(u,) ;
2. si f(x) = Og(x)), alors f(u,) = Olg(u,))
3. si f(x) o~ g(x), alors f(uy,) ~ g(uy,).
Démonstration. C’est un cas particulier de composition a droite. ]

Remarque IV.6. [l est fondamental d’avoir la méme suite, et pas seulement des suites équivalentes. Sinon,
cela reviendrait a une composition a gauche, dont on a vu qu’elle se comporte en général mal avec les
cOMParaiSons.
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Chapitre 10

Les ensembles

I Appartenance et inclusion

Définition I.1. Un ensemble est une collection d’objets. Chacun des objets est appelé élément. Si x est
un élément de [’ensemble E, on notera x € E, qui se lit “xv appartient a E”. Inversement, si y n’est pas un
élément de E, on notera y ¢ E, qui se lit “y n’appartient pas ¢ E”.

Définition 1.2. Si E et F' sont deuzx ensembles, on dira que F est une partie (ou un sous-ensemble) de
E, ou que F est inclus dans E, si tout élément de F' est un élément de E. On notera alors : F C E.

Remarque 1.3. Un ensemble E peut étre décrit en extension (on énumeére les éléments) ou en com-
préhension (on donne une propriété satisfaite par les éléments). Par exemple, l’ensemble E des entiers
naturels plus petits ou égaux a 3 peut s’écrire :

— en extension : E = {0;1;2;3};
— en compréhension : E ={n € N|n < 3}.

Définition 1.4. On dit que deux ensembles E et F' sont égaux s’ils ont exactement les mémes éléments,
et on note alors £ = F'.

Proposition 1.5. Les ensembles E et F' sont égaux si, et seulement si, on a les inclusions E C F et F C F.
Proposition 1.6. L inclusion est transitive : ss E C F et F' C G, alors E C G.

Proposition-Définition 1.7. On appelle ensemble vide, que 'on note 0, l’ensemble ne contenant aucun
élément.
L’ensemble vide est sous-ensemble de tout autre ensemble, et il est unique.

Démonstration. Si A est un ensemble vide, et ¥ un ensemble, comme A ne contient aucun élément, tout
élément de A est dans E : donc A C E.
Si B est un autre ensemble vide, alors : A C Bet B C A, donc A = B. n

Définition 1.8. Un ensemble possédant un seul élément est appelé singleton, et on le note {a}.

Définition 1.9. Si E est un ensemble, on notera P(E) l'ensemble de toute les parties de E, c’est-a-dire
que :
FeP(E)s FCE.

Remarque I.10. Les ensembles () et E sont toujours des éléments de P(E).

Exemple I.11. Si E = {1;2;3}, alors :
P(E) = {0; {1};{2}; {3}; {1;2}; {1;3};{2; 3}; {1;2; 3} }.

129



130 CHAPITRE 10. LES ENSEMBLES
IT Opérations sur les ensembles

Définition I1.1. Si E est un ensemble, et A, B deux parties de E, on définit :
1. le complémentaire de A dans E, noté¢ E— A, E\ A, A® ou A par :

A={zcE|z ¢ A};

2. lintersection de A et B est :

ANB={x € E|x € A etz € B};
3. la réunion (ou l'union) de A et B est :

AUB={zx € E|z € A oux € B},
4. la différence de A et B est :

A-B={rcFE|lrcAetxr¢ B} =ANDSB,

5. la différence symétrique de A et B est :
AAB={r € E|r € AUB etz ¢ ANB} = AUB—ANB = (A-B)U(B—A) = (ANB)U(BNA).

On les représente par des diagrammes de Venn (ou diagramme patate) :

E E E
ANB AUB

5N

A\ B AAB

Remarque I1.2. Plus généralement, les diagrammes de Venn permettent de mieux comprendre des en-
sembles, en permettant de visualiser séparément des différents éléments selon leur appartenance a chaque
ensemble considéré. Cette méthode devient rapidement compliquée lorsque ['on prend beaucoup d’ensembles.
Par exemple, on donne ci-dessous les diagrammes de Venn génériques pour 3 et 5 ensembles :
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Proposition I1.3. Si A, B, C sont trois parties d’un ensemble E, alors :
1. commutativité de la réunion et de l'intersection : AUB=BUAet ANB=BNA;

2. associativité de la réunion et de ["intersection :
— AU(BUC)=(AUB)UC =AUBUC;
— AN(BNC)=(ANB)NC=ANBNC.
3. lois de de Morgan : ANB=AUB et AUB=ANB;
4. distributivité de la réunion par rapport a l'intersection et réciproquement :
— CUANB)=(CUA)N(CUB);
— CN(AUuB)=(CNnA)U(CNB).
Remarque I1.4. L’intersection et la réunion se généralisent a davantage de parties. Si Ay, ..., A, sont des
parties de E, on pose :

AlﬂAQHHAn = m?:lAi = {$€E|VZ€{1,,7’L},Z’€AZ}

Remarque IL.5. Il y a une correspondance entre logique et ensembles :

Ensembliste Logique
Ensemble : A Assertion : x € A
Inclusion : A C B | Implication : v € A=z € B
Egalité : A= B FEquivalence : v € A< x € B
Complémentaire : A Négation : = (z € A)
Union : AU B Disjonction : x € AVx €B
Intersection : AN B | Conjonction : x € ANz € B

III Partitions

Définition IIL.1. Si A, B sont deux ensembles, on dit qu’ils sont disjoints si : AN B = ().
Définition II1.2. Soit P une partie de P(E). On dit que :

1. P est un recouvrement de E si : UpcpA=F;
2. P est une partition de E si P est un recouvrement dont tous les éléments sont non vides et
deux-a-deux disjoints, c’est-a-dire que :

VAe P, A#0

et
VA, Be P, AB=ANB=4.
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Remarques II1.3.

1. Si P est un recouvrement de E, alors :
Vee E, dJAe P, x € A
tandis que si P est une partition de E, alors :

Vee FE, A€ P, z € A.

2. Si P est un recouvrement, c’est une partition si, et seulement si :
VA, Be P, AB< ANB=1.
Exemples IT1.4. L’ensemble {[n;n+1]|n € Z} est un recouvrement de R, mais pas une partition. On peut
voir par exemple que [0;1] N [1;2] = {1} # 0.
En revanche, l'ensemble {[n;n + 1[|n € Z} est une partition de R. Plus précisément, six € R, on a :

x € [mn+ 1l n=|z].

Remarque II1.5. On travaillera souvent avec des recouvrements disjoints : ce sont comme des partitions,
mais qui autorisent d’avoir des occurrences de l’ensemble vide. L’idée est que l’on cherche en fait a avoir
une famille de parties de E telle que tout élément de E appartienne a une et une seule de ces parties.

IV  Produits cartésiens
Définition IV.1. St E, F' sont deux ensembles, on définit le produit cartésien de E par F' par :
ExF={(x,y)|z € E etye F}.
Plus généralement, si 1, ..., E, sont des ensembles, on définit :
Eyx - - x E,={(x1,...,2,) |21 € E1,...,x, € E,}.
En particulier, st By = --- = E, = E, on note :
Ex.-.-x FE=FE".

Remarque IV.2. [l faut bien prendre garde auzr notations, pour ne pas confondre le couple (x,y) avec la
paire {x,y}.

Exemple IV.3. Un repere permet d’identifier chaque point du plan au couple de ses coordonnées, et ainst
d’identifier le plan a R2.



Chapitre 11

Applications

I Notion d’application

Définition 1.1. Si E, F' sont deuzx ensembles, une application f de E vers F est la donnée, pour tout
élément x de E, d’un unique élément y de F, que l'on note f(z).
On note alors l'application f par :

JE — F f
f{$ - f(x) ou B = F.

On note F(E,F) ou FE I’ensemble des applications de E vers F.

Proposition-Définition I.2. Etant donnnée f € F(E,F), on définit son graphe comme [’ensemble :

[={(z,y) € ExF|[f(x) =y}

Le graphe vérifie ['assertion :
Vee E, lye F, (z,y) €.

Et tout sous-ensemble de E x F wvérifiant cette assertion définit une unique application de E dans F
(autrement dit, une application est entiérement déterminée par son graphe).

Exemple 1.3. On considere Uapplication f de {A; B;C} sur {a;b;c} définie par : f(A) =b, f(B) =a et
f(C) =b. On peut représenter f par un diagramme sagittaire, ou par un diagramme cartésien :

F

) o 0
L | |
> | |
| |
a +------ e —_— X |
| | |
| | |
| | |
| | |
A R
A B C
Diagramme sagittaire. Diagramme cartésien.

Remarque 1.4. Une (méme) application peut étre définie de différentes maniéres. Par exemple, la fonction
valeur absolue peut étre définie sur R :

133
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1. explicitement : |z| = Va2 ;
T stx >0
—T  sinon

)

2. par disjonction de cas : |x| = {

3. implicitement : || est l'unique solution positive ou nulle de l’équation : y? = .

Définition 1.5. Soit E un ensemble.
On appelle application tdentité de E application de E dans E définie par x — x, et on la note Idg.
Si A est une partie de E, on définit la fonction indicatrice de A comme application de E dans {0;1},
notée 1 4, et définie par :
. 0 si z¢A
L‘””H{ 1 si z€A
Proposition 1.6. Soit E' un ensemble et A, B deux parties de E :
1. Tanp =14 15p;
2. ]lz =1- ]lA 5y
3. Lanp =14+ 1p —T1aus.
4. ACB&1,<15p.

Démonstration. Par disjonction de cas. O]
Définition 1.7. Si f : E — F est une application, et (z,y) € E X F tel que f(x) =y. On dit que :
1. y est l’'smage de x par f;

2. x est un antécédent de x par f

Remarque 1.8. L image d’un élément de E est toujours unique. En revanche, un élément de F peut tres
bien ne posséder aucun antécédent, ou un seul, ou méme une infinité.

Définition 1.9. Si E et I sont des ensembles, on appelle famille d’éléments de E indexés par I une
application x de I sur E. On notera alors x; pour désigner x(i). Et la famille x sera notée (z;)ie;.

Exemple 1.10. Une suite réelle (u,)nen est une famille de réels indexés par N.

Définition 1.11. Si f € F(E, F), et A une partie non vide de E, on définit la restriction de f a A comme
Papplication de A sur F coincidant avec f, c’est-a-dire :

A — F
f'/“{ r o @)

Inversement, si f € F(E,F) et g € F(A,F) vérifient que fla = g, on dit que f est un prolongement
de g.

Enfin, si B est une partie de I telle que f est a valeurs dans B, on appelle corestriction comme
l'application de E sur B coincidant avec f, c’est-a-dire :

fIB E —- B
o= fla)
Définition 1.12. Si E, F, G sont trois ensembles, f € F(E,F) et g € F(F,G), on définit la composée de
g et f, notée go f, comme lapplication de E dans G définie par :
Vo e B, (go f)(x) =g(f(x)).
Remarque I.13. Si f € F(E,E) etn € N, on notera f* = fo fo---o f (avec la convention que f° =idg).
—

n fois

Proposition 1.14. La composition est associative : si f € F(E,F), g € F(F,G) et h € F(G,H), alors :
(hog)of=ho(gof)
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II Image directe et image réciproque

Définition I1.1. Soit f € F(E,F), A une partie de E et B une partie de F.

1. On appelle image directe de A [’ensemble :
f(A) ={f(z)|x € A}.
2. On appelle tmage réciproque de B [’ensemble :
f7(B)={x € E|f(z) € B}.
Remarque I1.2. Les images directes et réciproques correspondent aux assertions suivantes :
ye f(A)edxe A, f(x)=
re€ fY(B)& flx) € B
Définition I1.3. Si f € F(E, F), on appelle image de f, notée Im(f), 'image directe de E par f :
Im(f) = f(E) ={f(z)|x € E}.
Si Im(f) C B, pour une partie B de F, on dira que f est a valeurs dans B.

Remarque I1.4. On n’a pas toujours f(E) = F, en revanche on a toujours f~*(F) = E.

Exemples IL.5. Soit f : { IS : ;R Alors :
1. f([0;1]) = [0; 1] ;
2 F(-1;2)) = [0:4];
3. FH([0:2]) = [-v2 V2]
4o f7H(=41]) = =11
5. f7H({9}) ={-3;3};
6. f7H(—12-1]) =

Définition I1.6. Si f € F(E,F) et A C E, on dira que A est stable par f si f(A) C A.

Proposition I1.7. Soient f € F(E,F), A, B deux parties de E et C, D deux parties de F. Alors :
1. AC B= f(A) C f(B);

2. f(AUB) = f(A) U f(B);
3. f(ANB) C f(A)N ( ) (Attention : on n’a pas égalité en général)
4. CcD= fYC)c fYD);
5. f7HCUD)=f" () f "(D);
6. f~ (CﬂD) f7Hen (D)7
7. [7HC = D)= f7HC) - (D).
Démonstration. 1. Supposons que A C B :

ye f(A) = FxeA flr)=y
= JzxeB, flr)=y
= ye€ f(B)

Donc f(A) C f(B).



2. Montrons les deux inclusions :
(a) F(AUB) C f(A)U f(B) :

ye f(AUB) = Jx e AUB, f(z)=
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=Y
dJre A, f(x)=y
oudr e B, f(x)=y
y € f(4)
ouy € f(B)

= ye(f(AUf(B)

(b) f(A)U f(B) C f(AU B) : On applique le résultat précédent a A C (AU B) et B C (AU B).
On a donc : f(A) C f(AsupB) et f(B) C f(AUB), et donc : f(A)U f(B) C f(AU B).

3. soit y € f(AN B). Alors il existe x € AN B tel que y = f(z). Mais :

— comme z € A :alors y € f(A);
— comme z € B :alors y € f(B).

Et donc y € f(A) N f(B), ce qui prouve 'inclusion. L’autre inclusion est fausse en général, comme
le montre la remarque qui suit, donc il n’est pas nécessaire de s’y attarder.

4. Supposons que C' C D :
z e f71(C)

Donc f~1(C) C f~YD).

5. Procédons par équivalences :

re ffY(CUD) &

=

=

=

6. Procédons par équivalences :

z e f~Y(CnND)

¢

(3

7. Procédons par équivalences :

re f~YC - D)

i

(3

= f
= f(z)
- ze€

(x) e C
eD

(D)

f(z) e CuD
flx) el
ou f(x) € D
x € f71(C)
our € f~HD)
v € (f(C)U D))

flzyeCnD
{ fl@)eC
et f(x) €D
x € f7HO)
{ et v € f7Y(D)
z € (f~H(C)n f~1(D))

f(x)e C—D
{ flxyeC
et f(z) ¢ D
{ z € [71(C)
etz ¢ fH(D)
z € (f71(C)— (D))



III. INJECTIONS, SURJECTIONS, BIJECTIONS 137

Remarque I1.8. La plupart des implications précédentes sont en fait des équivalences, et donc les quelques
ratsonnements par double inclusion pourraient se traiter par équivalence.

1l faut tout de méme faire attention aux quantificateurs qui ne passent pas toujours trés bien aux équiva-
lences, comme justement au point 3 ou l'implication suivante n’est pas une équivalence :

B dre A flx)=y
[Hz € AN B, f(x)-y]é{et;ler’ fla) =y
. . R — R .
Remarque I1.9. Pour le cas d’inclusion seule, on peut reprendre f : o g2 Avec A = R* et

B =R, ona f(A) = f(B) =R%, et donc :
fIANB) = f(0) =0 et f(A)N f(B) =R

III Injections, surjections, bijections

Définition III.1. Soit f € F(E,F). On dit que f est :
1. ingective si tout élément de F' admet au plus un antécédent par f ;
2. surjective si tout élément de F' admet au moins un antécédent par f ;
3. bigective si elle est injective et surjective, c’est-a-dire si tout élément de F admet un unique
antécédent par f.
Proposition II1.2. Si f € F(E, F), on a équivalence entre :
1. f est injective;
2.Vr,y€ B, x#y= f(x) # [(y);
3. Vr,y e B, f(z)=fly) =x=y.

Proposition II1.3. De méme, on a équivalence entre :
1. f est surjective ;
2. Im(f)=F;
3. Yy eF, Jxek, flx)=y.

Proposition-Définition IT1.4. L’application f € F(E, F) est bijective si, et seulement si, elle vérifie :
Vye F, 3z e B, f(z)=y.

On peut alors définir I’application réciproque de f, notée f~1, qui est l'unique application définie par :

f‘l-{F — E

y —  x lunique antécédent de y par f

Et on a alors : fo f~'=idp, f~1o f =1idg, et f~1 est bijective avec (f‘l)_1 = f.

Exemples IIL.5. 1. la fonction idg : E — E est bijective, d’inverse elle-méme ;

R — R
T — axr+b

est alors la fonction définie sur R par : f~1(y) = nyb On a en fait le résultat plus fort suivant :

est bijective si, et seulement si, a # 0, et son inverse

2. sia,beR, la fonction f: {

a # 0 < finjective < f surjective < [ bijective.

Pour le montrer, on peut voir que toutes les assertions sont équivalentes au fait que a # 0 :
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— sia # 0 : alors f est bijective (on a méme donné sa réciproque précédemment), donc f est
mnjective et surjective ;
— sta=20 :alors :
— f(R) ={b} # R donc f n'est pas surjective ;
— f(0) =b= f(1) donc f n’est pas injective.
et ainsi f n’est ni surjective ni injective, et ne peut donc pas étre bijective.
3. Plus généralement, toute application strictement monotone est injective. On a méme vu qu’une
application strictement croissante sur I réalise une bijection de I sur f(I).

Proposition II1.6. Soient f € F(E,F),g € F(F,G) deux applications. Alors :
1. si go f est injective, alors f est injective ;

2. si go f est surjective, alors g est surjective.

Démonstration.

1. siz,y € F, alors :

f(x)=fly) = 9(f(x)) =9(f(y) = go flzx) =gofly) = r=y

donc f est injective;

2. soit z € G. Il existe x € E tel que : z = go f(x) = g(f(x)), donc y = f(x) € F vérifie g(y) = z.
Donc g est surjective.

]

Théoreme IIL.7. Soit f € F(E,F). Alors f est bijective si, et seulement si, il existe une application
g: F — FE telle que go f =idg et fog=1idp.
Dans ces conditions, on a : g = f~ .

Démonstration. On montre séparément les deux implications :
— nécessité : si f est bijective, alors I'application ¢ = f~! convient ;
— suffisance : si un tel g existe, alors :
— go f =1idg est injective, donc f aussi;
— fog=1idp est surjective, donc f aussi.
Donc f est bijective. Comme go f = idg, alors : go fo f~t = f~!, donc g = f~L.

: . . R R
Remarque I11.8. 1] faut bien avec les propriétés sur fog et gof. Par exemple, si on prend f : { - : ;

x
R, —- R
etg.{ N \/E,alors.

2

Vo e Ry, foglz)= (Vo) ==z

donc fog=idg,.
Mais go f = (x — |z|) # idg.
Ce qui n’est pas surprenant car [ est surjective mais pas injective.
Plus généralement, on pourra voir que f : E — F admet un inverse a droite (resp. a gauche), c’est-a-dire
g: F — FE tel que fog=1idp (resp. go f =1idg) si, et seulement si, elle est surjective (resp. injective).
Proposition II1.9. Soient f € F(E,F) et g € F(F,G). Alors :

1. si f et g sont injectives, alors g o [ est injective ;

2. si f est g sont surjectives, alors g o f est surjective;

3. si f et g sont bijectives, alors g o f est bijective, et : (go f) " = flog™ L.
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Démonstration. 1. siz,y € E, alors :
gof()=go fly)=g(f(x)=9(f(y) = flz)=fly)=z=y

2. 81 z € G, il existe y € F tel que g(y) = z. De méme, il existe x € E tel que f(x) = y. Et donc :
z=go f(z).
3. Posons h = f~tog~!. Alors :
— ho(gof)=f"oglogof=flof=idp;
— (gof)oh=gofoflogl=gogt=idg
ce qui donne bien le résultat.
O

P(E)

P(E)
A A

_>
Exemples III.10. 1. Si E est un ensemble, 'application f : s est une bijection

dont c’est la propre réciproque. On dit que [ est involutive.

P(E) — F(E,{0;1})

2. Si E est un ensemble, l'application f : { est une bijection, dont la réci-

A — 14
) _ F(E{0;1}) —  P(E)
roque est donnée par : f=1: T - .
prod par - f { O ( ()
Proposition II1.11. Si f : E — F' est bijective, alors pour tout B € P(F) on a :
f~4(B) = f~(B)
S~—— S——
en tant qu’image réciproque par f en tant qu’image directe par f—1

Démonstration. Soit x € F. Notons g = f~1, et n’utilisons que f~! pour I'image réciproque par f~!. On
a:

r e f1(B) f(x) e B
deB, f(x)=0b
e B, xz=g(f(x)) =g(b)
x € g(B)

ce qui montre bien que f~'(B) = g(B). ]

Tt
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Chapitre 12

L’ensemble ordonné des réels

I Majorants et minorants

Théoreme I.1. L’ensemble des réels, muni de la relation <, est un ensemble totalement ordonné, c’est-
a-dire que la relation < est :

1. réflexive :Va € R, a < a;
2. transitive : Ya,b,c €R, (a<betb<c)=a<c;
3. antisymétrique : Ya,b € R, (a <betb<a)=a=>o.

et que de plus on peut toujours ordonner deux réels :
Va,be R, a <boub<a.

Démonstration. Découle de la définition de I'inégalité large. O]

Remarque 1.2. Les propriétés du théoréme définissent plus généralement une relation d’ordre. L’inclu-
sion définit par exemple une relation d’ordre sur l’ensemble P(E) (pour E ensemble fizé). Mais ce n'est
pas un ordre total car on peut trouver des ensembles qui ne sont pas inclus l'un dans l’autre.

Définition 1.3. Etant donné A C R, on dit que A est :

1. magjorée s’il existe M € R tel que : Ya € A, a < M. Et on dit alors que M est un majorant de
A;

2. minorée s’il existe m € R tel que : YVa € A, m < a. Et on dit alors que m est un minorant de
A;

3. bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Proposition-Définition 1.4. On appelle maximum (ou plus grand élément) d’une partie A de R tout
majorant de A qui appartient a A.

On appelle de méme minimum (ou plus petit élément) tout minorant de A qui appartient a A.

S’il existe, un mazximum (resp. un minimum) est unique et on l'appelle le maximum (resp. le mini-
mum) de A, noté max(A) (resp. min(A)).

Démonstration. Montrons le pour le maximum. Notons M, M, deux maxima de A, c¢’est-a-dire que :
My, My e AetVa e A, a< M et a< M,.

Comme M; € A et que M, est un majorant de A, alors : M; < Ms.
Comme Ms € A et que M; est un majorant de A, alors : My < M;.
Par antisymétrie, on déduit que : My = M,, ce qui assure 1'unicité.
Le cas du minimum se montre de méme. O

141
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Remarque 1.5. On a donc l'unicité, mais seulement sous réserve d’existence. Et ’existence n’est pas tou-
jours assurée.

Théoreéme 1.6. L’existence d’un maximum ou d’un minimum est assuré dans les cas suivants :

1. toute partie finie non vide de R admet un maximum et un minimum ;

2. toute partie non vide de N admet un minimum ;

3. toute partie non vide minorée de Z admet un minimum

4. toute partie non vide majorée de N ou de Z admet un maximum.
Remarque 1.7. Dans les autres cas, il faudra toujours justifier l’existence d’un mazimum ou d’un minimum
pour pouvoir le manipuler.
Exemple 1.8. Considérons l’ensemble A = [—1;1[. Alors A={z € R| —1<x <1} et donc :

1. A posséde —1 comme minimum : c’est bien un élément de A et un minorant de A ;

2. A ne possede pas de maximum : par l’absurde, supposons que a € A soit un magjorant de A. Comme
a€ A, alors —1 <a <1, etd0n00§%<1, doncb—azieA.

Par définition de b, on a :

- a+1 S a—i—a:a‘
2 2
Mais comme a est un majorant de A et que b € A, alors on a aussi : b < a.
Et finalement :
b<a<b

d’ou la contradiction.

II Théoreme de la borne supérieure

Définition I1.1. Soit A une partie non vide de R. On dit que :

1. un réel M est la borne supérieure de A si M est le plus petit majorant de A; on note alors

M = sup(4) ;
2. un réel m est la borne inférieure de A si m est le plus grand minorant de A; on note alors
m = inf(A).
Par convention, on posera sup(A) = +oo (resp. inf(A) = —oc0) si A n'est pas magjorée (resp. minorée).

Remarque I1.2. Une autre maniere de formuler ces définitions est de dire que, en notant Major(A) = {z €
R|Va € Aa < z} et Minor(A) = {z € R|Va € Aa > x} respectivement les ensembles des majorants et
des minorants de A, alors :

sup(A) = min (Major(A)) et inf(A) = max (Minor(A))
ce qui met en évidence un point subtile : une borne supérieure ou inférieure n’existe pas toujours.

Proposition I1.3. Si A posséde un mazimum (resp. un minimum), alors A posséde une borne supérieure
(resp. inférieure), et alors : sup(A) = max(A) (resp. inf(A) = min(A)).

Démonstration. Soit a = max(A). Donc a est un majorant de A et a € A. Si M est un majorant de A,
comme a € A, alors : @ < M. Donc a est bien le plus petit majorant : donc sup(A) existe, et sup(A) =
max(A). O
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Exemple I1.4. Reprenons l'ensemble A = [—1;1[. On a déja vu que A posséde un minimum, a savoir —1,
qut est donc sa borne supérieure.

L’ensemble des majorants de A est Major(A) = [1; +oo[, qui admet 1 comme minimum. Et donc 1 est le
plus petit des majorants de A : sup(A) = 1.

Corollaire I1.5. Soit A une partie de R, et x € R :
1. si A posséde un minimum, alors :
(a) x < min(A) si, et seulement si : Va € A, v < a;
(b) x > min(A) si, et seulement si : Ja € A, © > a;
2. si A posseéde un mazximum, alors :
(a) x > max(A) si, et seulement si : Ya € A, © > a;
(b) © < max(A) si, et seulement si : Ja € A, x < a;
Démonstration. Comme le minimum est la borne inférieure, c’est le plus grand des minorants ce qui donne
le premier résultat car x < min(A) si, et seulement si, ¢’est un minorant de A.
Le deuxieme point se montre par double implication :
— si x > min(A) : alors a = min(A) convient ;
— siz > a pour un a € A : comme min(A) est un minorant, on a z > a > min(A).
D’ou I'équivalence.
Le cas des maxima se montre de méme. O

Proposition I1.6. Soient a,b € R avec a < b. Alors :
a = inf[a, b] = infla, b] = inf[a, b[= infla, b|= inf[a, +oo[= inf]a, +00] et b = supla, b] = supla, b] = sup|a, b|= sup
Démonstration. On prend A I'un des intervalles considérés. Peu importe le choix de A, on a :
Major(A) = [b: +00] et Minor(A) =] — o0; al
ce qui donne bien le résultat. O

Théoréme I1.7 (de la borne supérieure).
1. Toute partie non vide majorée de R admet une borne supérieure.

2. Toute partie non vide minorée de R admet une borne inférieure.
Démonstration. Admis : c’est en fait une maniere de définir R. O

Exemples I1.8. 1. A =]0;1] est non vide (il contient 1), majoré (par2) et minoré (par —41) ; sup(A) =
1 etinf(A) =0;
2. B ={x € R|2? < 2} vérifie sup(B) = v/2 et inf(B) = —v/2;
3. C = {z e R|2? < 2} vérifie aussi sup(C) = /2 et inf(C) = —/2.

Remarque I1.9. L’ensemble Q ne vérifie pas le théoréeme de la borne supérieure.

Posons A = {x € Q|z? < 2} : alors A est non vide et majorée, mais n’admet pas de borne supérieure
(dans Q).

On a déja que A est une partie non vide (car 1 € A) et magjorée (par exemple par 2 car v > 2 = x? >
d=x¢ A).

Montrons que A n’a pas de borne supérieure. Soit a € Q un majorant de A (dans Q) : montrons qu’il ne

a 1
peut pas étre le plus petit. Pour cela, on pose b = 5 + =

a
— comme 1 € A, alorsa >1 doncb>0;
— 0nab2:§+a%+1:2+<§+a%—l) =2—|—(%—§)222, doncbZ\/iestunmajomntdefl;
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— (%)2 = g% < 2 donc % € A; donca> %, c’est-a-dire ab > 2.

— en remplacant b par sa valeur, on déduit que a®> > 2, donc a > /2 (car V2 ¢Q);
— et doncb—azé—%: 2552 < 0, donc b < a.

Done, peu importe le majorant choisi, on peut toujours trouver un magjorant strictement plus petit : A n’a
pas de borne supérieure.

Proposition I1.10. Soient A, B deuz parties non vides de R avec A C B. Alors :
1. si B posséde une borne supérieure, alors A aussi et : sup(A) < sup(B) ;

2. si B posséde une borne inférieure, alors A aussi et : inf(A) > sup(B).

Démonstration. Montrons le premier point.

Par définition, M = sup(B) est un majorant de B. Donc : Vb € B, b < M.

Mais A C B, donc : Va € A, a € B donc a < M.

Donc M est un majorant de A. Donc A est non vide majorée : elle admet une bonne supérieure, qui en
tant que plus petit majorant est inférieure ou égale a M. Donc : sup(A) < sup(B). O

Corollaire I1.11. Soient A, B deux parties non vides de R qui s’intersectent. Alors :
1. si A ou B admet une borne supérieure, alors AN B aussi et : sup(A N B) < min(sup(A),sup(B)) ;
2. si A ou B admet une borne inférieure, alors AN B aussi et : inf(AN B) > max(sup(A),sup(B)).

Démonstration. Découle des inclusions AN B C Aet ANB C B. O

Remarque I1.12. On a seulement une inégalité. Par exemple, prenons A = {—1,0,1} et B = {-2,0,2},
de sorte que AN B = {0}.
Et donc :

— sup(AN B) =0 et min(sup(A),sup(B)) = min(1,2) = 1;

— inf(AN B) =0 et max(inf(A), inf(B)) = min(—1, -2) = —1.

Proposition I1.13. Soient A, B deux parties non vides de R. Alors :

1. AU B admet une borne supérieure si, et seulement si, A et B également, et alors : sup(AU B) =
max(sup(A), sup(B)) ,

2. AU B admet une borne inférieure si, et seulement si, A et B également, et alors : inf(AU B) =
min(inf(A),inf(B)) ;

Démonstration. Notons déja que, si AU B admet une borne inférieure ou supérieure, il en est de méme
pour A et B par les inclusions A C AUB et BC BUA.
Supposons que A et B admettent des bornes supérieures. Notons M; = sup(A) et My = sup(B), avec
M, > My (quitte a échanger A et B, ce qui ne change rien pour AU B), si bien que M; = max(M;, Ms) :
— soit © € AUB. Alors : ou bien x € A, et alors x < M, ou bien z € B, et alors z < M, < M;. Dans
les deux cas on a bien x < M, donc M; est un majorant de AU B ; et donc AU B est un ensemble
non vide majoré de R donc admet une borne supérieure avec sup(AU B) < M ;
— comme A est inclus dans AU B, alors on a : M; = sup(A) < sup(AU B);
et finalement M; = sup(A).
D’ou le résultat.
Le cas des bornes inférieures se traite de méme. O]

Proposition I1.14. Soit A une partie non vide de R. Alors :

M est un majorant de A

L MISHPA@{V5>O,E|a€A,M—5<a§M 4

m est un minorant de A

% m:mfA@{Ve>0,§|a€A,m§a<m+a 4
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Démonstration. Montrons le premier résultat :

— si M =supA :
— M est un majorant de A (par définition) ;
— sie >0, alors M —e < M donc M — ¢ n’est plus un majorant de A. Donc il existe a € A tel

que M —e <a. Donc M —e<a< M.

— réciproquement : soit M' < M. Posons e = M — M’ > 0. Alors il existe a € A tel que M’ < a, donc

M’ n’est pas un majorant de A. Donc M est le plus petit majorant de A et M = supA.
m

Remarque I1.15. Le point clef des démonstrations est que la borne supérieure est le plus petit majorant :
tout nombre strictement plus petit n’est plus un majorant, tandis que tout majorant est nécessairement
plus grand.

Théoreme I1.16. L’ensemble R est archimédien, c’est-a-dire que :
Va e R,,Vbe R, In €N, na > 0.

Démonstration. Soient a € R% et b € R. Par 'absurde, supposons que : Vn € N, na <.

Alors 'ensemble A = {na, n € N} est une partie non vide majorée de R, donc possede une borne supérieure
M.

Soit n € N. Alors (n+1) € N, donc (n+1)a € A, donc : (n+1)a < M. Et finalement : na < M — a, donc
M — a est un autre majorant de A.

Ceci contredit le fait que M est la borne supérieure de A. O

Théoréme-Définition I1.17. Soit x € R. On appelle partie entiére de x, notée | x|, l'unique entier relatif
ntel que :n <x <n-+1.

Démonstration. 1. unicité : supposons que n,n’ € Z conviennent, c’est-a-dire tels que :

n <zx< n+1l
n <xzx< n+1

!/
Alors:{ 73 < Al et donc —1 <n—n' <1.
n < n+1

Mais n — n’ est un entier, donc n —n’ =0, donc n = n/'.

2. existence : posons A = {k € Z |k < z}, qui est une partie de Z majorée (par =) et non vide car :
— six>0:alors0 € A;
— si < 0 : comme R est archimédien, il existe n € N tel que n x 1 > —x, et alors —n € A.
Ainsi, A posséde un plus grand élément, que 1’on note n, et qui vérifie :
— commen €A :n<ux;
— commen+1¢A:z<n+1

Et donc n convient.
O]

Remarque I1.18. [/ sera parfois plus judicieuzr d’utiliser que la partie entiere de x est ['unique entier n € Z
tel que :z—1<n<uz.

Théoréme-Définition I1.19 (Division euclidienne). Soit y € RY -
Ve e R, (g, r) € Z x[0;y[, x=qy+r.
Cette écriture est appelée division euclidienne de x pary. On appelle r le reste et q le quotient.

x
Démonstration. Découle des propriétés de la partie entiere appliquées a —. O
Yy
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Remarque I1.20. La partie entiére n’est autre que le quotient de la division euclidienne par 1.

Proposition-Définition I1.21 (Approximation décimale). Si x € R et n € N, on appelle approximation

. . L 10"z
décimale de x a 107" le décimal : z,, = L o J .
Ona.‘xn§x<mn+m.
Démonstration. Découle des propriétés de la partie entiere. O

1
Remarque I1.22. Plus précisément, x, est l'approrimation de x par défaut. Et x, + o est appelée

approximation par exrces.

ITII La droite achevée

Définition IIL.1. On appelle droite achevée, notée R, l'ensemble : R = R U {—o00; 400} = [—o00; +00].
On prolonge 'ordre sur R a R en posant : Ve e R, —oo <z < +o0.
On prolonge les opérations usuelles de R a R en posant :

1.VxeR x4+ (—00) = —00 et v+ (+00) = 400

2. —00 + (—0) = —00 et +00 + (+00) = +00;
3. Yr € RY ;2 x (+00) = 400 et © X (—00) = —00;
4. Vx €R* 1z X (+00) = —00 et & X (—00) = +00;
5. 400 X (+00) = —00 X (—00) = 400 et +00 X (—00) = —00 X (+00) = —00;
6.VoeR: — =" =0;
+o00 —0

7. Vx € R, x#O‘f‘

= OQ.

Remarque IT1.2. Les autres opérations, comme +o0o+(—o00) ou 0x too sont des formes indéterminées :
elles me sont pas bien définies.

Proposition I11.3. Tout intervalle I de R est de la forme |a; b, |a;b], [a;b] ou [a;b] pour a,b € R.
Et dans ce cas, si ces quantités sont définies, on a : sup(l) = b et inf(I) = a.

Démonstration. Par disjonction de cas, selon les différentes formes d’intervalle. O



Chapitre 13

Suites numériques

I Généralités

Dans cette partie K désignera R ou C.

Définition I.1. On appelle suite numérique une famille (u,)nen d’éléments de K indexée par N.
On notera plus simplement u ou (u,) la suite, et u, est le terme général de u.

Remarques 1.2.

1. On pourra indexer une suite par N privé de ses premiers éléments. Par exemple, une suite indexée
par N\ [0;no[ sera notée : (u,)n>n,-

2. On parlera de suite réelle lorsque = R.
Exemples 1.3. Une suite peut étre définie de différentes manieres :
— explicite, avec une formule : Vn €N, u, =n?+3n+1;
— amplicite : Vn € N, u,, est l'unique solution positive de l’équation 2" +nx —1=0;
— par récurrence : ug = 10 et Vn € N, u, 1 = sin(uy,).

Remarque 1.4. On peut voir une suite comme une fonction u : N — R, et la représenter comme telle :

X
H—mmmm = XS

X

Définition 1.5. Si u,v sont deux suites numériques et X\ € K, on définit les suites u + v, Au et u X v par :
(u+v), = up+u,
Vn € N, (Au), = Au,

(uxXv), = U, Xv,

147
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Définition 1.6. Les indices n € N sont appelés les rangs de la suite.
On dira qu’une suite (u,)nen VErifie une propriété a partir d’un certain rang s’il existe ng € N tel que
la suite (Up)n>n, VETifie cette propriété.

Exemple 1.7. La suite (u,) = (n!) est paire a partir du rang 2.

Définition 1.8. On dira qu’une suite u est constante si elle ne prend qu’une seule valeur.
On dira qu’une suite est stationnazire si elle est constante a partir d’un certain rang.

Définition 1.9. On dira qu’une suite réelle u est :
— majorée s’il existe un réel M tel que : Vn € N, u, < M ;
— manorée s’il existe un réel m tel que : Vn € N, u,, > m;
— bornée si elle est majorée et minorée.

Remarque 1.10. ] faut bien faire attention a ce que les majorants ou minorants ne dépendent pas de
n.

Proposition I.11. La suite (u,) est bornée si, et seulement si,la suite (|u,|) est majorée.
Démonstration. Comme pour les fonctions. n

Définition 1.12. On dira qu’une suite réelle u est :
1. croissante si : Vn € N, up1 > uy ;
2. décroissante si : Vn € N, w1 < uy
3. strictement croissante si : Vn € N| w,.q > uy, ;
4. strictement décroissante si : Vn € N, u,q < u,.

Dans les deux premiers cas, u sera dite monotone, et strictement monotone dans les autres cas.

Remarque 1.13. En pratique, pour étudier la monotonie d’une suite, on étudie le signe de la suite (U411 —

uy). Si la suite (u,) est de signe constant, on peut aussi étudier la suite <%) (en faisant attention au

n

signe de uy ).

n+ 2
La suite (u,) a tous ses termes strictement positifs. Et pour toutn € N on a :

7 ].
Exemple 1.14. Ftudions la monotonie de la suite : (u,) = <n + )

un+1_z—i§_ (n +2)? _n2—|—4n+4>
Up Z—E C(n+1)(n+3) n244n+3

et ainsi : Upi1 > Uy, donc la suite (u,) est strictement croissante.

Définition I1.15. Un suite (u,) est dite périodique s’il existe N € N* tel que :
Vn €N, Uiy = up.

Proposition 1.16. Une suite périodique (ou périodique a partir d’un certain) ne prend qu’un nombre fini
de valeurs.

Démonstration. Si n € N, on écrit n = Ng + r la division euclidienne de n par N. Alors u, = u, €

{UO, Ce 7UN—1}-
Le cas général en découle en rajoutant les premieres valeurs de la suite. n

Remarque 1.17. De fait, les suites périodiques ne présentent pas un grand intérét...
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IT Limite d’une suite réelle

II.1 Limites finies ou infinies

Définition I1.1. Si (u,) est une suite réelle, et | € R, on dit que la suite (u,) converge vers | si :
Ve >0, dng e N, Vne N, n>ng = |u, — | <e.

On écrira alors : lim wu, =1 (ou plus simplement lim u,, =1) ou u, — 1.
n—-+o0o n—-+o0o

Plus généralement, on dira que la suite (u,) est convergente si elle converge vers un réel l, et divergente
sinon.

Remarque I1.2. Cela revient a dire que : pour tout € > 0, lintervalle [l — €;1 + €] contient tous les termes
de la suites a partir d’un certain rang.

X X
l—|—5x X X X X

1% X X » X X
_______________ D GRS CEEE LR SRR PP PR AP

]

[ — X ;

X x X :

X '

]

%

S
S

Remarques 11.3.
1. En pratique, on montre souvent que la suite (|u, —l|) converge vers 0.

2. Toute la subtilité sera de trouver les bons €, en étant siur que € > 0, ou de trouver un ng convenable.

Exemples I1.4. 1. Toute suite stationnaire est convergente : sa limite est sa valeur asymptotique.
Soit (u,) une telle suite. Notons ng € N et o € R tels que (uy)n>n, €st constante de valeur «.
Soit € > 0. Alors :
VneN n>ng=u,=a=|u,—al=0<¢
ce qui prouve bien la convergence vers a.
2. Montrons que la suite (+),>1 converge vers 0 :
Soit € > 0. Alors ng = | 1] +1 convient car ng > % et :
1
<e=|--0<e
n

1 1
n>ng=>n>-=0<-—
€ n

Proposition IL.5 (unicité de la limite). Si une suite converge, alors sa limite est unique.
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Démonstration. Par I'absurde, supposons que la suite (u,) converge simultanément vers l1,l, € R avec
ly # 1.

i —1
Posons € = M

et utilisons la définition de la limite :

— il existe ny tel que : n > ny = |u, — 1| < ¢;
— il existe ng tel que : n > ng = |u, — ls| < e.
Posons N = ny + nsy. Alors N > n; et N > no. Mais par inégalité triangulaire :

35:|l1—l2|:|l1—uN+uN—lg|§|l1—uN|+|l2—uN|§2€

d’ou la contradiction.
Donc I} = 5. O

Proposition I1.6. Toute suite convergente est bornée.

Démonstration. Soit (u,) une suite convergente de limite [. Avec ¢ = 1, il existe ng € N tel que : n >
nog = |u, — | < 1. Et donc :

Vin > ng, |un| = |, — 1+ <Ju, = U+ 1] <14+

Donc M = max{1 + |l|, |uo, |u1|, ..., |tn,—1|} est un majorant de (|u,|) : la suite (u,) est donc bornée.
Le point important dans la preuve est que M existe bien car tout ensemble fini de réels admet un maximum.

]

Remarques I1.7.
1. La réciproque est évidemment fausse : la suite (u,) = (—1)" est bornée mais ne converge pas.

2. Ldée de la preuve est qu’une suite est bornée si elle l'est a partir d’un certain rang; et c’est
clairement le cas pour une suite convergente.

Proposition I1.8. Si (u,) converge vers | # 0, alors tous les termes sont du signe de | (et ne s’annulent
pas) a partir d’un certain rang.

. [ 3l 311
Démonstration. On utilise € = L2| A partir d'un certain rang, les termes sont dans {5, E} ou {5, 5}
selon le signe de I. O

Remarques 11.9.

1. On utilisera plutot que, si u converge versl > 0, alors u est strictement positive a partir d’un certain
rang.

2. Le résultat montré est plus fort en fait : si | > 0, alors il existe m > 0 tel que u est minorée par

m a partir d’un certain rang; sil < 0, il existe M < 0 tel que u est majorée par M a partir d’un

certain rang. Ce résultat est plus fort dans le sens ou la suite (7% est ainsi bornée.
n

Définition I1.10. On dit qu’une suite réelle (u,) tend vers +oo si :
VAeR, dng e N, Vne N, n >ng= u, > A.

On écrira alors : lim wu, = 400 (ou plus simplement lim u, = +00) ou v, — +00.
n—-+oo n—+400

De méme, on dit qu’une suite (u,) tend vers —oo si :
VAeR, dng € N, Vn e N, n > ng=u, < A.

et on utilisera les notations idoines.
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X
X

S e L

=3
~
o

Exemple I1.11. Montrons que la suite (\/n) tend vers +oo :
Soit A € R. Alors ng = | A%] + 1 convient car ng > A? et ainsi :

n>ng=n>A"=/n> VA2 =|A| > A

Proposition I1.12. Soit (u,) une suite réelle :

1. si (uy) tend vers +oo : alors elle est minorée, et elle n'est pas magjorée ;

2. si (uy) tend vers —oo : alors elle est majorée, et elle n'est pas minorée.
Démonstration. Le fait de ne pas étre majorée ou minorée découle de la définition.

Montrons qu’une suite qui tend vers 400 est minorée. Prenons la définition avec A = 0. Il existe ng tel
que : n > ng = u, > 0. Donc (u,) est minorée par : m = min{ug, u, ..., Up,—1,0}. O

Corollaire I1.13. Une suite ayant une limite est majorée ou minorée.

Démonstration. Par disjonction de cas suivant que la limite est finie ou non. O]

I1.2 Opérations sur les limites

Théoréme I1.14. Si u,v sont deuz suites réelles avec limu = [ et limv =1’ (pour l,I' € R), et A € R alors,
sous réserve que les quantités ci-dessous soient bien définies :

1. la suite (u +v) a pour limite [ +1';
2. la suite (Au) a pour limite Nl ;

3. la suite (uwv) a pour limite [ X I';

u
4. sil' #£0, la suite — est bien définie a partir d’un certain rang, et a pour limite —
v

l/

Remarque I1.15. [] faudra bien prendre garde aux formes indéterminées (les opérations interdites dans

R) Par exemple, sil = 400 et = —o0, la suite w = u + v peut avoir tout type de comportement :
si (uy) =n et (v,) = —n :w est stationnaire ;
— si (uy) =2n et (v,) = —n :w tend vers +00 ;
— si (uy) =n et (v,) = —2n :w tend vers —oo ;
— si (uy) =n et (v,) = (=1)" —n :w n'a méme pas de limite.

Démonstration (de quelques cas) :

1. notons que [ + I’ est bien défini & moins que [ = +oo et ' = —1[ :
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— si [,I’ € R : on veut montrer que (u + v) converge vers [ + " € R. Soit ¢ > 0. Sin € N :
|(u +vn) = (L+ 1) = (= 1) + (v = U)] < Jun = I + |vn = 1].
On applique les définitions des limites pour u et v avec % >0:

dny €N, Vn > ny, |u, — 1| <
dng € N, Vn > ny, |v, = U'| <

N N[

et ainsi, en posant nyg = max(ny, ns), pour tout n > ng on a :

| +v,) — I+ 1)< =+==¢

Do ™
DO | ™

donc (u + v) tend bien vers (I +1').
— sil = oo et ' # —oo : alors u tend vers 400, et v est nécessairement minorée (elle est soit

convergente, soit elle tend vers +00). Donc u+v tend bien vers [+’ = 400 d’apres la proposition
suivante.

— sil=—-o0e ~+00 : méme constat.
il t I/ ¢ tat

2. la seule forme indéterminée est serait A = 0 et [ = 00, mais en fait Au serait la suite stationnaire

(de valeur 0), qui converge vers 0. On considere donc A # 0 :
— sil € R : on veut montrer que (Au) converge vers Al € R. Soit € > 0. Sin € N :

Mty — M| = || % [ — 1.

On applique la définition de la limite de v a % > 0, donc il existe ng tel que : n > ng =

1Al
[, — 1] < B

Et donc : n > ng = |Au, — Al| < e. Donc (Au) tend bien vers Al.
— si [ = +o0 : on veut montrer que (Au) converge vers Al = signe(A)oo. Soit A € R. On applique
la définition de la limite de u a é, donc il existe ng tel que : n > ng = u, > é. Et donc :

Ay, >A si A>0

”Zn@j{xungA §OA<O0

+oo si A>0

donc A\u tend bien vers A\l = . .
—00 si A<O0

. les formes indéterminées sont si [ = +oo et I’ = 0 (ou U'inverse) :

— sil,I’ € R : on veut montrer que (uv) converge vers /I’ € R. Soit € > 0. Sin € N :
[(unvn) — (1] = |upvy, — o, + o, — ' = [(un — Doy + v, = )] < op||tn = U + |U]]v, — 1]

Comme v est convergente, alors elle est bornée, et il existe donc M € R tel que : Vn € N, |u,| <
M. Posons a = max(M, |l],1) > 0.

On applique la définition des limites de u et v a o= >0 :

dn, GN, Vnana |Un_l| <
dne € N, Vn > no, |Un - l/| <

Ko

En prenant ny = max(ny,ns), pour tout n > ng, on a :

€ €
W — U <a— +a— =¢.
|unv |_a2a a2a

Donc (uv) converge bien vers I’
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— pour les autres cas : on aura toujours une des suites qui tend vers +oo et I'autre qui est minorée
par un nombre strictement positif ou majorée par un nombre strictement négatif a partir d’un
certain rang. Donc le résultat découle d’une proposition suivante.

4. grace a la limite d’un produit, il suffit de montrer que % tend vers % :

— si l € R* : on veut montrer que % converge vers % € R. Soit € > 0. Comme [ # 0, il existe un

rang n tel que : n > ny = |u,| > % > 0, ce qui assure déja que u est bien définie a partir d'un
certain rang.

Sin>mng,ona:

| — 1
<2 PR

1 1_l—un
u, L

lu,

On applique la définition de la limite de u a 5% donc il existe ny tel que : n > ny = |u, —I| < 5%.

D’ou, avec ng = max(ng,ng) :

1 1‘
— - <e.

Vn > nyg,
U, 1

Donc % converge vers %

— 81l = 400 : on veut montrer que % converge vers 0. Soit € > 0.

On applique la définition de la limite de u & A = % > 0. Il existe un rang ng tel que : n > ny =
Up > % > (. Ce qui assure que u est bien définie a partir d’un certain rang.

Et donc :

1
=—<e.

1
n=>mng = ‘—
Un Unp

Donc % tend bien vers 0.
O]

Remarque I1.16. Une autre maniere de dire est que les limites se comportent bien avec les opérations dans
R : la limite d'une somme est la somme des limites, la limite d’un produit est le produit des limites, etc.

Proposition II.17 (Limites d’autres sommes). Si u,v sont deuz suites réelles :
1. siu est minorée et que v tend vers 400, alors u + v tend vers 400 ;

2. st u est magjorée et que v tend vers —oo, alors u + v tend vers —oo.

Démonstration. Montrons le premier cas. Soit m un minorant de u, donc : Vn € N, u,, > m.

Soit A € R. On applique la définition de la limite de v avec A — m, donc il existe ng tel que : n > ng =
vy > A—m.

Et donc : Vn > ng, (u, +v,) >m+ (A—m) = A.

Donc (u + v) tend vers +oo. O

Proposition II.18 (Limites d’autres produits). Si u,v sont deuz suites réelles :
1. siu est bornée et que v converge vers 0, alors uv converge vers 0 ;

2. si u est minorée par m > 0 a partir d’un certain rang et que v tend vers £oo, alors uv a méme
limite que v ;

3. st u est majorée par M < 0 a partir d’un certain rang et que v tend vers £00, alors uv a une limite
opposée a celle de v.

Démonstration. 1. notons M > 0 un majorant de |u|, donc : Vn € N, |u,| < M.

(3]

Soit € > 0. On applique la définition de la limite de v avec 7

n>ng = |va] < 57

> 0, donc il existe ng tel que :

Et donc : Vn > ng, |unvn| = |t - |va] < e.
Donc (uv) converge bien vers 0.
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2. silimv = +o0 : soit A > 0. Notons ny,ns € N tels que :

VYn >nq, up =>m >0
Vn > no, vnzlmﬂ>0

Et donc, avec n = max(ny,ny), on a :

A
nznoﬁunanmanmu:|A|2A
m

donc uwv tend bien vers +oo.

3. idem.
[
Proposition I1.19 (Limite de valeurs absolues). Si u a pour limite | € R, alors |u| a pour limite |I|.
Démonstration. — sil € R : alors pour tout n € N : ||u,| — ||| < |u, — | (par inégalité triangulaire).

Sie >0, il existe ng € N tel que : n > ng = |u, — ] <e.
Et donc : n > ng = ||u,| — ||| < &, donc |u| converge vers |I|.
— si |l = 400 : soit A € R. Par définition de la limite de u avec |A], il existe ng tel que : n > ng =
u, > |A] > 0.
Et donc : n > ng = |u,| = u, > |A| > A.
0

Remarque I1.20. La réciproque est fausse en générale (reprendre la suite (u,) = ((—=1)")). Elle est vraie
sil=0 :limu=0 < lim|ul =0.

Proposition I1.21 (Limites d’autres quotients). Si u est une suite réelle :

: . » . . 1
1. si u a tous ses termes strictement positifs a partir d’un certain rang et converge vers 0, alors —
U

tend vers +00 ;

: : : : : 1
2. siu a tous ses termes strictement négatifs a partir d’un certain rang et converge vers 0, alors —
U

tend vers —oo.

Démonstration. Montrons le premier cas.
Soit A € R.
Notons n, tel que : n > n; = u, > 0.

1
Il existe ny tel que : n > ny = |u,| < )
2 q = T2 | |— |A|—|—1
1
Et donc, avec ng = max(nq,ng) :n>ng=0<u, < |uy| < — = — > |A|+1> A.
Al +1  u,
1
Donc — tend vers +o0. O

u

Corollaire I1.22. Soit u une suite réelle qui ne s’annule plus a partir d’un certain rang.

Alors |u| tend vers 400 si, et seulement si, — converge vers 0.
u

Corollaire I1.23. Si u converge vers l # 0 et si v tend vers 0, alors la suite ‘%‘ tend vers 400.

Démonstration. 1l suffit de voir que 7 tend vers 0. Mais, comme u tend vers [ # 0, alors % converge, donc
est bornée. Donc © = v x % tend vers 0. [
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IIT Limites et inégalités

IT1.1 Liens entre inégalités et limites

Proposition III.1. Si u et v sont deux suites réelles convergentes telles que : ¥Yn € N, u, < v,, alors
limu < limwv.
Si de plus : Vn € N, u,, < v,, alors limu < limwv.

Démonstration. Notons [ = limwu et I’ = limv. Par opérations sur les limites :

— la suite v — u converge vers I’ —[;

— la suite |v — u| converge vers |l —[].
Mais ces deux suites sont égales par l'inégalité. Par unicité de la limite, on déduit que : [I' —1| =1 —[. Et
ainsi : I’ > 1. O

Remarques II1.2.

1. on ne peut pas avoir d’inégalité stricte en passant a la limite : par exemple prendre u =0 (la suite
nulle) et (v,) = (£) ;
2. il suffit en fait d’avoir u, < v, a partir d’un certain rang;

3. en pratique, on l'utilisera avec u ou v qui est une suilte constante.
Théoréme II1.3 (Théoreme d’encadrement, ou des gendarmes). Siu, v, w sont des suites réelles telles que :
VneN, u, <v, <w,.
Si les suites u et w convergent vers une méme limite I, alors v converge aussi vers .

Démonstration. Soit € > 0. Par définition des limites de u et w :

I eN, n>ny = |u, — | <e doncl—e<u,
dne €N, n>ng=|w, —1l|<e doncw, <l+¢

En posant ng = max(ny,ny), on a :
n>ny=l—e<u,<v, <w, <l+edonc v, -1 <e
donc v,, converge vers [. O]

Remarque I11.4. ] suffit en fait d’avoir linégalité a partir d’un certain rang.

Exemples IIL.5.

1. montrons que la suite (u,) = (Sinrgn)> tend vers 0.

Pour tout n € N*, on a : =t < u, < =

- n

Les suites de terme général _71 et i convergent vers 0, donc u converge vers 0 par encadrement.

2. étudions la limite de la suite u de terme général : u, = i e, S n2+n Zk 1 n2+k
Pour tout k € [1;n] : o~ < o < oy
Donc en sommant pour k allant de lan: 2+ < u, < QH.
Mais n2+n = 1+1 — m =1 et nQH = 1+ — 1 : donc par encadrement u tend vers 1.

Proposition ITI.6 (Divergence par minoration ou majoration). Soient u,v deux suites réelles telles que :
Vn eN, u, <wv,. Alors :

1. siu tend vers 400, alors v aussi;

2. si v tend vers —oo, alors u aussi.

Démonstration. Montrons le premier cas. Soit A € R. Il existe ny € N tel que; n > ny = u, > A. Et
donc : n > ng = v, > A. O
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ITI.2 Suites monotones et suites adjacentes

Théoréme II1.7 (de la limite monotone).

1. Soit u une suite croissante :
— si u est magjorée : elle converge vers sup{u, |n € N} ;
— st u n’est pas magjorée : alors u tend vers 4o00.

2. Soit u une suite décroissante :
— si u est minorée : elle converge vers inf{u, |n € N} ;
— st u n’est pas minorée : alors u tend vers —oo.

Démonstration. Montrons pour une suite croissante.

— si u est majorée : notons [ = sup{u, | n € N}, et prenons € > 0.
Par caractérisation de la borne supérieure, on déduit que : il existe ny € N tel que | — e < u,, <.
Mais u est croissante et majorée par [, donc pour tout n > ng : u,, < u, <I[.
Et donc pour tout n > ng : I —e < w, <1, donc |u, — 1| <e.

— si u n’est pas majorée : soit A € R. Alors il existe ny € N tel que u,, > A (sinon A serait un
majorant de u).
Par croissance, on a donc : n > ng = u, > u,, > A, donc u tend vers +oo.

Exemple II1.8. Etudions la suite de terme général : u, =1+ 2% +o = D ket 1%2
— u est croissante : sin € N, upq — u, = :
— w est majorée par 2 : si k€ N*\ {1}, & < k(klil) = — +. Bt ainsi

Unp

Donc u converge, et sa limite | vérifie : | < 2. (en fait sa limite vaut %2 ~ 1.65.
Remarque I11.9. Le majorant utilisé n’est pas toujours la limite de la suite.
Corollaire IT1.10. Toute suite réelle monotone a une limite (finie ou non).

Théoreme-Définition II1.11. Soient u,v deux suites réelles telles que :
1. u est croissante ;
2. v est décroissante ;
3. lim (u,, — v,) = 0.
Alors on dit que u et v sont adjacentes.
Sous ces conditions, u et v convergent vers une méme limite l, qui est ['unique réel vérifiant :

Vn,m e N, u, <l <wv,.

Démonstration. Comme u est croissante et v est décroissante, alors la suite u — v est croissante. Comme
elle converge vers 0, on déduit que : 0 est un majorant de u — v, donc u — v est toujours négative ou nulle.
Ainsi : Vn € N, u, < v,.

En utilisant a nouveau les monotonies, on a :

VTLGN, UOSUnSUnSUO

donc :
— la suite u est croissante, majorée par vy, donc converge vers un réel [;
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— la suite v est décroissante, minorée par ug, donc converge vers un réel I’ ;
— lim (u, —v,) =" —1=0.

Donc u et v convergent toutes les deux vers [.

Par monotonies de u et v, on a :

sup{u, |n € N} =1 = inf{v, |n € N}

ce qui justifie déja que : Vn,m € N, u,, <1 < v,,.
Si I’ vérifie les mémes inégalités, alors :
— I’ est un majorant de u, donc : | < I';
— [’ est un minorant de v, donc : I’ <.
Donc [ = ', ce qui assure 'unicité. n

Remarque I11.12. On peut prouver plus rapidement la convergence de u et v vers une méme limite :

— w est croissante donc a une limite [; € RU {400} ;

— v est décroissante donc a une limite [y € R U {—o0}.
Par opération sur les limites (pas de FI) on déduit que u — v tend vers ly — ly et par unicité de la limite
l1 =12, qui est donc nécessairement un réel.

Remarque II1.13. Si les suites u, v sont strictement monotones, on peut mettre des inégalités strictes a la

fin.

Exemple I11.14. Démonstration de ['irrationalité de e.

1. On considere les suites u,v définies par :

1+ ! + ! + 4+ ! t + !
Uy = —4 =4+ —etv,=1u, :
12! n! n-n!
Alors :
— Uptl — Up = m > 0, donc u est strictement croissante ;
- 1 1 1 1 1 nm+)+n—(n+1)2
= Unt = Un = (Und = Un) F GEGaDD T = G T GO e — aGeb D)

—1
n(n D) ((n+1))

— lim (u, — v,,) = lim = = 0.

Donc u et v sont adjacentes : elles convergent vers une méme limite [. On admet (voir chapitre plus

tard) que | = e.

< 0 donc v est strictement décroissante ;

2. Par l'absurde, supposons que e est rationnel : on écrit e = %, avec p,q € N* (comme | > ug > 0).

Par stricte monotonie, on a : ug, < § < Vg = ug+ ﬁ. Donc :

q-q'-u,<p-qg<q-q-u,+1

Mais q! - u, € N (en regardant la formule). Donc p - q! serait un entier strictement compris entre
deuz entiers consécutifs, ce qui est impossible.

Donc e est irrationnel.

IV  Suites extraites

Définition IV.1. Soient u une suite et ¢ : N — N strictement croissante. La suite (u¢(n)), notée aussi U,
est appelée suite extraite de u. La fonction ¢ est appelée fonction extractrice.

Exemples IV.2.

1. les suites (ugy,) et (ug,y1) sont les suites extraites de u correspondant aur indices pairs et impairs ;
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2. la suite (Upqn,) correspond a la suite u privée de ses ng premiers termes.

Proposition IV.3. Siu est (strictement) croissante (ou (strictement) décroissante, constante, stationnaire,
magjorée, minorée, bornée), alors toute suite extraite de u aussi.

Démonstration. Découle de la monotonie d'une composée. O]
Proposition IV.4. Si u a pour limite | € R, alors toute suite extraite de u a aussi pour limite [.

Démonstration. Montrons le résultat lorsque u converge vers [ € R.
Soit ¢ : N — N strictement croissante. Alors on a le lemme suivant :

Lemme IV.5. Vn € N, p(n) > n.

preuve du lemme. On procede par récurrence :
— (0) € N, donc ¢(0) > 0;
— supposons ¢(n) > n. Alors, par monotonie : p(n+1) > ¢(n) > n, donc p(n+1) > n, et finalement :
pn+1)>n+1.
[

Soit € > 0. Par convergence de wu, il existe ng tel que : n > ng = |u, — | < e.
Et donc par le lemme : n > ng = @(n) > @(ng) > ng = |ugm) — | < e. O

Remarque IV.6. En pratique, on utilise plutot la contraposée pour montrer qu’une suite n’a pas de limite :
— soit en exhibant une suite extraite qui n’a pas de limite ;
— soit en exhibant deux suites extraites qui ont des limites différentes.

Exemple IV.7. La suite (u,) = ((—1)") diverge car :
— la suite extraite (us,) est constante égale a 1, donc converge vers 1 ;
— la suite extraite (ug,y1) est constante égale a —1, donc converge vers —1.

Proposition IV.8. Si u converge, alors la suite (u,11 — uy,) tend vers 0.

Démonstration. Notons [ la limite de u. Alors (u,.1) converge vers . Donc (u,.1 — u,) converge vers

[—-1=0. O

Remarque IV.9. La réciproque est fausse.

On considére la suite définie par - u, =145+~ +L =31+

On a pourn € N : upq — uy, = #1 qui tend vers 0. Mais u ne converge pas.

Par l’absurde, supposons qu’elle converge vers une limite l. Alors la suite extraite (v,) = (ug,) convergerait
ausst vers l. Donc la suite v — u convergerait vers 0.

Mais pour tout n € N* :

2n 1 n 1 2n 1 n 1
R N A N AP O L Th
k=1 k=1 k=n+1

et donc en passant a la limite : 0 > %, d’ou la contradiction.
Donc u ne converge pas. Au passage, comme elle est croissante, cela montre aussi qu’elle tend vers 4+o0.

Proposition IV.10. La suite u a pour limite | € R si, et seulement si, les deux suites (ugy,) et (Ugnyy) aussi.

Démonstration. La premiere implication découle du fait que I'on a des suites extraites.
Réciproquement, supposons que (uz,) et (ug,11) convergent vers | € R (les cas | = +00 se traitent pareil).

Soit € > 0. Alors :
{ Iny €N, Vn >ny, |ug, — 1| <e

dng € N, Vn > ng, |ugne — 1| <e
Posons ng = max(2ny,2ns + 1). Alors si n > ny :
— sin est pair : n = 2m avec m > nq, donc : |u, — | = |ugy, — | < &;
— sin est impair : n = 2m + 1 avec m > ny, donc : |u, — | = |ugmi1 — | <e.
Donc u converge vers (. O
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