
PCSI2 Lycée Champollion 2024�2025

Feuille d'exercices no9 : Comparaison de fonctions et de suites

Exercice 1 [Vrai�Faux sur les relations de comparaison]

1. V : (un) bornée donc un = O(1) puis vn = O(1) (transitivité) donc (vn) bornée.

2. F : implique seulement (vn) bornée ;

3. V : un = o(1) donc vn = o(1) donc (vn) converge (tend vers 0) ;

4. V : (un) converge donc bornée donc un = O(1) puis vn = o(1) donc (vn) converge (tend vers 0) ;

5. F : un =
1

n!
(vrai si la limite est non nulle).

6. F : un =

{
1/n si n pair
1/n2 si n impair

(vrai si limite non nulle)

7. F : un = en ; V : composition (à droite) ; F : un = ln(n) ;

8. F : un = 1− (1/n) et vn = 1 + (1/n) ; V : ×2 ; V : produit ; V : faire avec o ; F : un = n et vn = n+ 1 ;
F : un = 1 + (1/n) et vn = 1− (1/n)

9. F : ⇒ vraie (composition à droite) mais ⇐ fausse (un = n · 2n) ; F : ⇒ fausse (un = 2n + n) mais ⇐
vraie (car o(1) = o(2n)) ; F : ⇒ vrai (composition avec ln, cf. cours) mais ⇐ fausse (un = 37 · 2n) ; V
(transformation équivalents/o)

Exercice 2 [Ordres de grandeur]

1

n2
<<

1

n
<<

ln(n)

n
<

ln(n2)

n
<<

(ln(n))2

n
<< ln(n) < ln(n2) << (ln(n))2

<< n << nln(n) << n2 <<
2n

n
<< 2n <<

en

n
<< en << (2n)2 << n! << nn << 2n

2

.

Exercice 3 [Limites de fonctions]

1.
tan(x)− xcos(x)

sin(x) + cos(x)− 1
=

x→0

o(x)

x+ o(x)
→
x→0

0 ;

2.
sin(x)ln(1 + x)

xtan(x)
∼

x→0

x2

x2
→
x→0

1 ;

3.

(
cos

(
1

ln(x)

))x2

= exp (x2ln (cos(1/ln(x))) →
x→+∞

0

car x2ln (cos(1/ln(x)) = x2ln

(
1− 1

2ln(x)2
+ o

(
1

ln(x)2

))
∼ − x2

2ln(x)2
→

x→+∞
−∞ ;

4.
cos(2x)− cos(5x)

x2
=

x→0

21/2x2 + o(x2)

x2
=

x→0
21/2 + o(1) →

x→0
21/2 ;

5.
xln(x)− x

x+ cos(x)
∼

x→+∞

xln(x)

x
∼

x→+∞
ln(x) →

x→+∞
+∞ ;

6. 3
√
x3 + 1−

√
x2 + x+ 1 = x

(
3
√
1 + (1/x2)−

√
1 + (1/2 + 1/x2)

)
=

x→+∞
x

(
1 +

1

3x3
+ o(1/x3)− 1− 1

2x
+ o(1/x)

)
=

x→+∞
x

(
− 1

2x
+ o(1/x)

)
∼

x→+∞
−1/2 →

x→+∞
−1/2 ;

7. (ln(e+ x))1/x = exp

(
ln(ln(e+ x))

x

)
→

x→+∞
1

car |ln(ln(e+ x))| ⩽ ln(ln(ex)) = ln(1 + x) ⩽ ln(2x) = ln(2) + ln(x) = o(x) puis
ln(ln(e+ x))

x
→

x→+∞
0 ;



8.

(
x2 + x+ 1

x2 − x+ 1

)x

= exp

(
xln

(
x2 + x+ 1

x2 − x+ 1

))
→

x→+∞
e2

car (
x2 + x+ 1

x2 − x+ 1
= 1 +

2x

x2 − x+ 1
=

x→+∞
1 +

2

x
+ o(1/x) puis xln

(
x2 + x+ 1

x2 − x+ 1

)
∼

x→+∞
x · 2

x
→

x→+∞
2 ;

9. (1 + αx)
1
x = exp

(
ln(1 + αx)

x

)
=

x→0
exp

(
αx+ o(x)

x

)
=

x→0
exp(α + o(1)) →

x→0
α ;

10.
xln(x)

ln(x)
⩾

x2

ln(x)
→

x→+∞
+∞ (par minoration) ;

11.

(
x

ln(x)

) ln(x)
x

= y1/y = exp

(
ln(y)

y

)
→

y→+∞
1 ;

12.
ln(x+

√
x2 + 1)

ln(x)
=

ln(x+
√
x2 + 1)− 2ln(x) + 2ln(x)

ln(x)
=

ln

(
x+

√
x2 + 1)

2x

)
ln(x)

+ 2 →
x→+∞
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Exercice 4 [Calculs d'équivalents et de limites]

1.
√
1 + x2 −

√
1− x2 ∼

x→0
x2 →

x→0
0 ;

2.
√
x2 + 1−

√
x2 − 1 ∼

x→+∞

1

x
→
x→0

0 ;

3.
cos(x)

1 + x
− 1 ∼

x→0
−x →

x→0
0 ;

4. (x+ 1)x − xx ∼
x→+∞

(e− 1)xx →
x→+∞

+∞

5. x2ln(1 + x) + xcos(x) ∼
x→+∞

x2ln(x) →
x→+∞

+∞ ;

6.
ln(1 +

√
x)

tan(x)Arctan(x3)
∼

x→0
x−7/2 →

x→0
+∞

7.
xex − x2

ch(x)
∼

x→+∞
2x →

x→+∞
+∞ ;

8.
ln(x)

1− x2
∼

x→1
−1

2
→
x→1

−1

2
.

9. (ln(1 + x))2 − (ln(1− x))2 ∼
x→0

−2x3 →
x→0

0 (faire avec identité remarquable).

Exercice 5 [Équivalents et limites de suites]

1.
√
n+ 2−

√
n+ 1 ∼

n→+∞

1

2
√
n

→
n→+∞

0 ;

2. etan
π
n2 − 1 ∼

n→+∞

π

n2
→

n→+∞
0 ;

3. (n+ 3lnn)e−n−1 ∼
n→+∞

ne−n

e
→

n→+∞
0 ;

4.
ln(n2 + 1)

n+ 1
∼

n→+∞

2ln(n)

n
→

n→+∞
0 ;

5.

√
n2 + n+ 1

3
√
n2 − n+ 1

∼
n→+∞

n1/3 →
n→+∞

+∞ ;

6.
n3 −

√
n2 + 1

lnn− 2n2
∼

n→+∞
−n

2
→

n→+∞
−∞ ;
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7.
2n3 − lnn+ 1

n2 + 1
∼

n→+∞
2n →

n→+∞
+∞ ;

8.
n! + en

2n + 3n
∼

n→+∞

n!

3n
→

n→+∞
+∞ ;

9. n

√
ln

(
1 +

1

n2 + 1

)
∼

n→+∞
1 →

n→+∞
1 ;

10.
(
1 + sin

(
1
n

))n ∼
n→+∞

e →
n→+∞

e ;

11.
n
√
n+1

(n+ 1)
√
n

∼
n→+∞

1 →
n→+∞

1 .

Exercice 6 [Équivalent et somme]

f décroissante donc pour tout x ∈ R : f(x + 1) ⩽ f(x) ⩽ f(x − 1) puis
f(x) + f(x+ 1)

2
⩽ f(x) ⩽

f(x− 1) + f(x)

2

et par composition à droite et multiplication scalaire :
f(x) + f(x+ 1)

2
∼

x→+∞

1

2x
et

f(x− 1) + f(x)

2
∼

x→+∞
1

2(x− 1)
∼

x→+∞

1

2x

donc par encadrement d'équivalents : f(x) ∼
x→+∞

1

2x

Exercice 7 [Équivalent d'une somme] On sort les deux derniers termes de la somme :

un = n! + (n− 1)! +
n−2∑
k=1

k!

avec
(n− 1)!

n!
=

1

n
→

n→+∞
0 et 0 ⩽

∑n−2
k=1 k!

n!
⩽
∑n−2

k=1

(n− 2)!

n!
=

(n− 2)

n(n− 1)
∼

n→+∞

1

n
→

n→+∞
0 puis∑n−2

k=1 k!

n!
→

n→+∞
0 (par encadrement)

Donc
un

n!
= 1 +

(n− 1)!

n!
+

∑n−2
k=1 k!

n!
→

n→+∞
1 (par somme) donc un ∼ n! (par dé�nition)

Exercice 8 [Équivalent de suites dé�nies implicitement]

1. P ′
n = 3X2 − 2(n+ 2)X + (2n+ 1) = 3(X − 1)

(
X − 2n+ 1

3

)
d'où variations de Pn pour n ⩾ 2 :

x

P ′
n

Pn

−∞ 1 2n+1
3

+∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

n− 1n− 1

αnαn

+∞+∞

0

−1

3

−3n+ 11

avec αn = − 4

27
n3 +

4

9
n2 +

5

9
n − 23

27
qu'on n'a pas besoin de calculer, car αn < Pn(3) = −3n + 11 et

donc αn < 0 dès que −3n+ 11 < 0, c'est-à-dire pour n ⩾ 4.
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(si n = 1 : P ′
n ⩾ 0 ne s'annulant qu'en 1 donc une seule racine (1 qui est racine triple) )

Et donc pour tout n ⩾ 4, par corollaire du TVI, Pn a trois racines qui véri�ent bien :

0 < an < 1 < bn < 3 <
2n+ 1

3
< cn.

2. Relations coe�cients racines.

3. Par minoration : cn ⩾
2n+ 1

3
donc cn →

n→+∞
+∞.

puis :

� comme 1 < bn < 3, que cn →
n→+∞

+∞ et que anbncn = 1, alors an ⩽
1

cn
→

n→+∞
0 par encadrement ;

� an + bn + cn = n+ 2 = n+ o(n) ∼ n avec an + bn = o(n) (bornées) donc cn ∼ n ;
� 2n+ 1 = anbn + ancn + bncn ∼ bncn donc bncn ∼ 2n puis bn ∼ 2 ;

� anbncn = 1 ∼ 1 puis an ∼ 1

bncn
∼ 1

2n
.
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