PCSI2 Lycée Champollion 2024-2025

Feuille d’exercices n°30 : Fonctions & deux variables

Exercice 1 [Fermés sans passer par les ouverts|
Montrer qu'un sous-ensemble F' C R? est fermé si, et seulement si, toute suite d’éléments de F qui
converge (dans R?) a sa limite dans F'.

Exercice 2 [Ouverts ou fermés ?]
Représenter dans le plan les ensembles suivants, et dire si ce sont des ouverts, des fermés, ou aucun
des deux :

L {(z,y) e R?* |2 #y}; 4. {(z,y) e R? |z =y};
2. {(z,y) e R?*|x > y}; 5. {(z,y) e R*|2* +y* < 4};
3. {(z,y) e R?*|z > y}; 6. {(z,y) e R?|0< |z —1] <1}

Exercice 3 [Fonctions continues en (0,0) 7]
Etudier, en utilisant éventuellement un changement en coordonnées polaires, les continuités en (0,0)
des fonctions suivantes :

ry . 1+z+y in(zt in(yt
L (z,y) — m7 3. (z,y) — W; 5. (z,y) — sin(z )4+Sln4(y ) ;
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22y 25y 2y’
2. (z,y) —» —7 . 4 (z,y) — ; 6. (z,y) » —F
( Jy) 2 + yQ ( y) 26 +y4 ( y) 2 +y4
Exercice 4 [Continuité et paramétres]
a,fB
On considére «, 5 > 0. Déterminer, suivant les valeurs de a et (3, si la fonction (z,y) — %, définie
T Y

sur R%\ {(0,0)}, est prolongeable par continuité en (0,0).

Exercice 5 [Fonctions lipschitzienne]
Une fonction f: R? — R est dite k-lipschitzienne (pour k > 0) si :

Va,y,a,b € R, |f(z,y) — fa,b)] < kl[(2,y) — (a,D)].
Montrer qu'une telle fonction est continue.

Exercice 6 [Fonction continue a partir d’une fonction C!]
On considére f € C'(R,R), et on considére U = {(z,y) € R?|x # y}. On pose ¢ définie sur R? par :

fy) = fl=)
Vx,yE]R, gp(x,y): y—l‘ . x#y
fl@) si =y
1. Montrer que U est un ouvert et que ¢ est continue sur U.

2. Montrer que, pour tout x,y € Ron a:
1
plos) = [ 1 =ne+ma
et en déduire que ¢ est continue sur R?.
Exercice 7 [Calculs de dérivées partielles]

Justifier pour quelles valeurs de z,y les fonctions suivantes admettent des dérivées partielles, et les
calculer :



1. (x,y) — 2¥; 3. (z,y) — xsin(z +y); 5. (x,y) ev .
Y T + )
Y. _ Y
2. (z,y) = V22 + 4% 4. (z,y) — Arctan;, 6. (x,y) — e “cos(y).

Dans chacun des exemples précédents, les fonctions sont-elles C! ?

Exercice 8 [Découpage du plan et dérivées partielles]

On consideére la fonction f définie sur R? par : f : (z,y) — min(z, y?).

Etudier les dérivées partielles de f (définition et valeur). On pourra distinguer selon que I'on se place
sur I'un des trois ensembles suivants :

U={(zr,y) e Rz <y}, V={(z,9) e R*|z >’} et T = {(z,y) € R*|z = *}

et étudier si U, V,I" sont éventuellement ouverts.

Exercice 9 [Dérivées partielles et intégrale]
Soit ¢ : R — R une fonction continue. On définit la fonction f : R? — R par :

v
Ve,y € R, f(z,y) :/ o(t)dt.

Montrer que f est C! et calculer ses dérivées partielles.
Montrer qu’il en est de méme pour la fonction ¢g définie sur R? par :

xy

Vr,y € R, g(z,y) =/ p(t)dt.
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Exercice 10 [Dérivées directionnelles sans continuité]
On considére P la parabole d’équation y = 22 dans R?, et f : R? — R définie par :

0 siz=y=0o0u(z,y) &P
V(w,y) €R?, f(z,y) = { 1 sinon ) ¢
1. Montrer que f n’est pas continue en (0,0).

2. Montrer que f admet des dérivées directionnelles en 0 suivant tout vecteur, et les calculer.

Exercice 11 [Dérivées partielles et courbes de niveau]

On considére g € C'(R,R) et on définit la fonction f: R* x R — R par: f: (z,y) — g (Q)
x

1. Montrer que f est C! sur R* x R et calculer ses dérivées partielles & ’aide de g.

2. Montrer que pour tout (z,y) € R* x Ron a :

) 0
xa—i(af,y) + ya—‘g(%y)

et en déduire les formes des lignes de niveau de f. Pouvait-on prévoir ce résultat ?

Exercice 12 [Caractérisation des fonctions linéaires]
Soit f € C'(R?,R) telle que :

Vo,y e R, Vt e RY, f(ta, ty) =tf(x,y).

Calculer les dérivées directionnelles de f en (0,0) et en déduire que f est linéaire.



Exercice 13 [Différentielles et fonctions homogénes]
On suppose f : R? — R une fonction de classe C', homogéne de degré n € N, c¢’est-a-dire que :

Vt e R, Y(z,y) € R?, f(tx,ty) = t"f(z,y).

1. Montrer que :

2. On suppose que n > 1 : montrer que les dérivées partielles de f sont homogénes de degré (n — 1).

Exercice 14 [Dérivées en coordonnées polaires|
On considére f : R? — R une fonction de classe C!, et on pose g définie sur R? par :

Vp,0 € R, g(p,0) = f (pcos(0), psin(h)) .

1. Justifier que g est de classe C*.
2. Exprimer les dérivées partielles de g en fonction de celles de f.

3. En déduire les dérivées partielles de f en fonction de celles de g.

Exercice 15 [Recherche d’extremal]
Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer les points critiques puis dire s’il s’agit d’extrema
locaux ou globaux, en précisant si ce sont des maximums ou des minimums :

y) — 2%+ xy +y* — 3w — 6y; 5. (z,y) — 2° +9° — 3ay;
y) — 22+ 2y — 20y — 2y + 5;
y) =2ty

y) e (2 —y)* + (v +y)*; 7. (2,y) = 0,

6. (z,y) — 42® — 4oy + y* — 6z + 2y;

- o=

Exercice 16 [Unique point critique et extremal

On considére I'application f définie sur R? par : f : (z,y) — 2?(1 + )3 + y>

Montrer que f est C!, posséde un unique point critique, qui est un extremum local, mais ne posséde
pas d’extremum global.

Cette situation est-elle possible sur R, dans le sens ol : pourrait-on trouver une fonction C* sur R qui
admet un extremum local en un point, mais non global, sans autre point critique ?

Exercice 17 [Point de Fermat dans un triangle]
On considére A, B, C trois points du plan, que ’on assimile & R2.

Montrer que 'application :
fM—MA+MB+ MC

est C! sur R?\ {A, B, C}, et admet un point critique si, et seulement si, les trois angles du triangles ABC

e . . . 4T
sont inférieurs strictement a —.

Que penser alors de la nature de ce point critique en tant qu’extremum éventuel ?



