PCSI2 Lycée Champollion 2024-2025

Feuille d’exercices n°27 : Déterminants

Exercice 1 [Matrices antisymétriques|
Si n est impair en A antisymétrique : A = —A puis :

det(A) = det(—A) = (—1)"det(A) = —det(A)

donc det(A) = 0 et A n’est pas inversible.
Sin est pair, on pose (e, ..., e,) la base canonique de R™. Alors la famille (—ey, €1, —€4,€3,..., —€p,€5-1)
est une base de R", et sa matrice dans la base canonique est :

qui est bien antisymétrique, et elle est inversible comme matrice d’une base dans une base (c’est une
matrice de passage).

Exercice 2 [Déterminant d’une dérivation]
V,, contient la fonction nulle (en prenant le polynéme nul).
Si f,g €V, et A\, u€R.Notons P,Q € R,[X] tels que f: 2+ e"P(z) et g: x> e*Q(x). Alors :

(Af 4+ ug) : x = Ae"P(x) + ueQ(z) = e"(AP 4+ puQ)(z) € V,

comme R,,[X]| est un espace vectoriel, et donc AP + u@ € R, [X].
Une fonction polynomiale et la fonction exp étant dérivable, par produit on déduit que f — f’ est bien
définie sur V,,. La linéarité de la dérivation est déja acquise. Reste & montrer qu’elle est a valeur dans V,,.
Soit f € V,,. Notons f: x +— e*P(x) pour P € R,[X]. Alors par dérivée d’un produit :

fix (P + P)(x)

et P € R,[X] donc P € R,_;[X] C R, [X] donc P + P" € R,,[X]. Et finalement f' € V,,.
Donc c¢’est bien un endomorphisme de V,,.
Pour le déterminant, on constate que, avec la base canonique de R,[X], on déduit que la famille
(fo:z— exxk)ke[[o,n]] est une base de V,,. Et pour tout k € [0;n], on a :
fr:x—e” ({Ek + k::vk_l) = fr + kfe1

donc la matrice de la dérivation dans cette base est triangulaire, avec uniquement des 1 sur la diagonale.
Donc son déterminant est 1.

Exercice 3 [Déterminant d’une primitivisation]

Le fait que ¢ soit défini sur R, [z] vient du fait que les applications polynomiales sont continues, donc
on peut définir leurs intégrales sur tout segment.

La linéarité vient de la linéarité de I'intégration sur un segment : & x fixé, application f — f;ﬂ f(t)de
est linéaire, ce qui assure la linéarité de ¢ (image par image).



Reste & montrer que R, [z] est stable : soit f € R,[z]. On écrit : f: 2z +— >, apz®. Et alors pour tout
reR:

z+1 n i n z+1 3 n ap . -
QO(f)(l’):/ Zakt dt:Zak/ tdtzzk+1((x+1) — ")
z k=0 k=0 x k=0

qui est une combinaison linéaire des (z + 1)**! — 251 Mais les polynomes (X + 1)**! et X**! sont tous
les deux unitaires de degré k + 1, donc leur différence est de degré au plus k (en fait exactement k& comme
on le montrera aprés). Donc ¢(f) est combinaison linéaires d’éléments de R, [x], donc est bien un élément
de R, [z].

Donc ¢ est bien un endomorphisme.

Considérons la base (fy :  +— 2¥)ejo,n) de Ry[z]. Alors pour tout k& € [0;n] :

(x4 1)k — gkt
k+1

o(fe) 1z

mais par binome, pour tout x € R :

ket 1 K
(@ + 1)1 — ghHl — (Z (k ‘l" 1)335) IS Z (k 41’ 1)931

1=0 1=0
et donc :
k (k+1)
_ l
e(fr) 12:; o L
(k+1)
donc la matrice de ¢ dans la base des f;, est triangulaire, avec sur la diagonale des ~%2% = 1.

+1
Et donc son déterminant est 1.

Exercice 4 [Déterminant de la multiplication matricielle]
On considére A € M,,(K), et on s’intéresse a Papplication ¢ € £ (M,,(K)) définie par : ¢ : M +— A- M.

1. On a directement 1’équivalence, pour M € M, (K) dont les colonnes sont Cy,...,C,, :
M e Kerp & AM =0< Vi, AC; =0« Vi, C; € KerA

et donc Kerp = {0} & KerA = {0}, ce qui donne bien I'équivalence par caractérisation des endo-
morphismes inversibles en dimension finie et des matrices inversibles.

2. Sion note C1,...,C, les colonnes de A, alors ¢(FE; ;) est la matrice dont la j-éme colonne est C;, et
les autres coefficients sont nuls. C’est-a-dire :

n

SD(Ei,j) = Z ak,iEk,j

k=1
3. On a directement pour matrice une diagonale en blocs de A :

A
A

dont le déterminant est det(A)™.
4. On a donc det(p) = det(A)". Et donc det(yp) # 0 < det(A) # 0, ce qui est bien le premier résultat.



Exercice 5 [Calculs de déterminants]
On fait a chaque fois par pivot. On bouge le 1 en premiére ligne pour simplifier les étapes.

3 5 1 97 19 7

6
1. 12 4 8§ =16 3 5|=|0 =51 —-37|=51x6-—-37-14=—-212;
1 97 2 4 8 0 —14 -6
3 -1 2 1 1 -3 1 1 -3
2.1 1 =3|=112 2 1{=10 0 7|=28;
2 2 1 3 -1 2 0 —4 11
01 3 1 3 9 1 39
3.1 3 9(=3 9 28/=10 0 1| =-1;
3 9 28 01 3 01 3
24 —21 13 1 -2 1 1 -2 1
4. onfait L; = Ly— L3 pour mettre un pivotal:|—11 16 —-9/=|—-11 16 —-9/=|0 -6 2 |=
23 —19 12 23 —19 12 0 27 -—-11
66 —H4 = 12;
2 -1 2 1 —a O 1 —a 0

5. |1-1 a 0/=|2 -1 2/=|0 —142a 2|=-2;
2 0 2 2 0 2 0 2a 2

6. sia, bou cest nul : la matrice a directement deux colonnes proportionnelles et le déterminant est nul.
0 a b a 0 c a 0 c
Sinon:la 0 ¢|=1b ¢ 0|=|0 ¢ —be/a| = 2abc (et donc la formule est valable peu importe les
b ¢ 0 0 a b 0 a b
valeurs de a et b. Autre méthode : Sarrus est efficace ici comme il y a beaucoup de 0, et on trouve
comme déterminant : abc + abc + 0+ 0+ 0 + 0 = 2abc;

a b c
7. ¢ a b|=a®+ b+ — 3abc (directement par Sarrus) ;
b c a

8. on développe tout par n-linéarité. On aura une somme de déterminants de la forme :

a B v
Oé2 52 ,)/2
Oé3 ﬁfﬂ ,}/3

pour a € {a,b}, f € {b,c} et v € {a,c}. Les seuls non nul seront :

a b ¢ b ¢ «a
a? b A et [¥ 2 a?
a3 bc’. 3 b3 63 CL3

a b c 1 1 1 1 0 0
a> V¥ A|l=abcla b c|=abcla b—a c—a |=abc(b—a)(c—a)lc—D)
a bl a> b? a> b —a® & —a?

a+b b+c c+a
Et finalement : |a® + 0% 0> +c* 2+ a?| = 2abe(b—a)(c —a)(c —b)
A+ b+ P +add
Autre méthode : on retranche la premiére colonne aux deux autres, puis les ajoute a la premiére. On
obtient pareil.



9.

On retranche la premiére colonne aux autres et on fait apparaitre les formules de factorisation :
1 1 1 1 0 0

cos(a) cos(b) cos(c)| = |cos(a) cos(b) — cos(a) cos(c) — cos(a)
sin(a) sin(b) sin(c) sin(a) sin(b) — sin(a) sin(c) — sin(a)
1 0 0
= |cos(a) —2sin*sin’5%  —2sin“tsin<se
sin(a)  2cossin’>%  2cosH%sin<?
1 0 0
b— — b— — —b
— dsin’Lsint ¢ cos(a) sin®® sin“¢| = 4sin TS Lgin©
2 . b+a cia 2 2 2
sin(a) cos™;* cos?
10. on fait un pivot ou on développe sur la premiére colonne :
(1) ? g 8 130 200
=1-10 2 4/—-5-|1 3 0/=2-120=—118;
0024 0 01 0 2 4
5 0 0 1
11. On fait par pivot. On commence par retrancher 3 fois la troisiéme ligne a la quatriéme, puis 2 fois
la deuxiéme a la troisiéme puis une fois la premiére a la deuxiéme. On simplifie, et on recommence :
o 11 2! 3! o1 2! 3!
| | | | | |
o2 34| joo1 o220 3.3 LA Sy b2 9
= =32 3! 4 =30 2! 2-3!|=6-(96—72) = 144;
20 3! 4! 5l 0 2! 2.3 3-4! al 41 5| 0 3 2.4l
3! 4! 5! 6! 0 3! 2-4! 3-5! T ' )
12. On peut procéder par pivot :
Lo a af [0ast act a1 Lo L1
9 o = 9 9 =(a—131 a+1 a+1 (a—1)310 a a
1 a a® a 0 a—1 a*—1 a*—-1 1L atl a®+atl 0 a a®+a
1 a a® a® 0 a—1 a*>—-1 a®—1
ad(a—1)>3
et ¢’est encore plus efficace en retranchant a chaque ligne a fois la précédente en partant de la derniére
(comme un déterminant de Vandermonde) ce qui donne le méme résultat.
13. On retranche des colonnes pour faire apparaitre des 0 et on développe :

a ¢ ¢ b a c 0 b—a a ¢ 0 1 a c 01
c a b c c a b—a 0 c a 1 0 c a 10
cboac=lebasy o |TOD oy o= o iy o o= 00
b ¢ ¢ a b ¢ 0 a-—0» b ¢ 0 -1 b+a 2¢ 0 O
¢ “ L 2¢c b+a
a)| 2¢ b+a 0] =—(b—a)? = (b—a)?((b+a)*—4c?) = (a—b)*(a+b—2c)(a+b+2c).
b+a 2 0 b+a 2c

Exercice 6 [Recherche de bases]
On calcule a chaque fois le déterminant dans la base canonique :

141 ) —241
1 -1 0 | =—4+42i# 0 donc c’est une base.
1 11— —1
A3 243 A2 48N +9 = —(A+ 1)(A —9) et c’est donc une base si, et seulement si
3A+1 bA+4 n ’ ’
A ¢ {-1;9}.
-1 3 -4
3 —2 2| =-49+# 0 donc c’est une base de E.
4 2 3




0 0 1
4. |0 —1 =2/ =1+ 0 donc c’est une base de FE.
1 1 1
ab ac bc
5. |—(a+b) —(a+c) —(b+c)| = (a—b)(b—c)(c—a) et c’est donc une base si, et seulement si, a, b,
1 1 1

sont deux-a-deux distincts.

Exercice 7 [Introduction de variable pour un calcul de déterminant]

On retranche la premiére colonne a toutes les autres. La variable x n’apparait que dans la premiére
colonne (les autres coefficients sont constants). En développant suivant la premiére colonne, on déduit que
A est une combinaison linéaire en les coefficients de la premiére colonne, et ¢’est donc bien une fonction
affine.

On évalue en —b et en —a pour faire apparaitre des matrices triangulaires donc les déterminants se
calculent plus facilement. On trouve ainsi :

n n

A(=b) = [ =b) et A(=a) = [[(\i — @)

i=1 i=1
et on revient a I'expression générale d’une fonction affine comme on la connait en deux points (comme
a # b par hypothése). Ce qui donne :

A(=b) — A(—a)

Ve e R, Ax) = bt a

(z +a) + A(=a)

et en évaluant en 0 on déduit :

5= A(0) = IIimi (X — bi:lb_[izl()\i —a) gt H()‘z - a-TT (N — l;)_—bei:l()\i —a)

=1

Exercice 8 [Calculs de déterminants par relations de récurrence]
On effectue 'opération suggérée. On note a chaque fois D,, le déterminant & calculer pour la matrice
de taille n.

1. On ajoute la derniére ligne/colonne a la premiére, et on développe suivant la premiére colonne puis

. . ) 1+ (=)
ligne, et on trouve la relation : D, o = D,,. Comme D; =0 et Dy = 1, on déduit : D,, = %
2. On retranche la derniére ligne/colonne a la premiére, et on développe suivant la premiére colonne
puis ligne et on trouve la relation : D,, = —2D,, 1 — D,,_5. Comme D; =0 et Dy = —1, on déduit :

D, = (-1)""Y(n-1).
3. Si n est impair, il faudrait a = b (probléme au coefficient central sinon), et alors le déterminant est
nul (car les premiére et derniére colonnes sont égales). Pour n pair, on développe suivant la premiére

colonne, puis suivant la derniére colonne et on trouve la relation : D, o = (a* — b*)D,,. Et avec
Dy = a® — b? on déduit : Dy, = (a® — b*)™.

1 0
4. On coupe la derniére colonne en 1 + : ce qui donne la relation : D, = (n — 1)l +nD, 4 et
1 n
en divisant par n! : ﬁ =—+ (n+_11)‘ En sommant ces relations on déduit : D,, = (1 + H,)n!.



5. On découpe la premiére ligne en :

(@0 ... 00+ b ... 0

ce qui donne la relation : D, = aD,_1 + b™. Et on a finalement :
an—H _ bn+1

Dn:—bsiasébet D, = (n+ 1)a" sinon .
a_

Exercice 9 [Déterminant de Vandermonde]

Soit n € N* et x1,...,2z, € K. On leur associe la quantité :
1 N | 1
T T e Tp T
2 2 2 2
V(wl, 7:17”) — Il x2 “e ﬂjn_l l’n
n—1 n—1 n—1 n—1
x] xh U A il

1. On procéde par récurrence sur n € N* de deux maniéres différentes.
Méthode 1 : avec des polynomes :

— sin =1:alors V(x;) = ‘1‘ = 1, qui vérifie bien la formule car on trouve le produit vide (qui
vaut 1) ;
— sin=2:alors:
1 1
V($17$2) = =Tz — I
1 T2
qui correspond bien a la formule
— supposons le résultat acquis jusqu’au rang n pour n € N*, et considérons x1, ..., x,;1. On souhaite

calculer V(zq,...,2Zn41).

Notons déja que, si deux des x; sont égaux, alors la matrice qui définit le déterminant de Van-
dermonde a deux colonnes égales, donc n’est pas inversible, et I’égalité & montrer est vraie (les
deux membres sont nuls).

Si les x; sont deux-a-deux distincts, posons 'application P définie sur K par :
P:z—V(ry,...,x,,)

de sorte que l'on veut calculer P(x,1).
En développant suivant la derniére colonne, on a pour tout = € K :

1 1 ... 1 1
Ty T2 ... Tp
22 2 22 o2 42 1 Ly ... Ty
P(x) = |1 T2 - Ty =(=1)"*.1. . :
: : : U -
n n n 1 2 n
¢ xh T
1 1 1
1 1 1
T T T
2 2 1 2 n
nt3 Ty Ty Ty mt2  m 22 2 22
+(=1)" - _ I I S o ) R 1 2 n
n n n °
Ty T Ty gl gt 21
1 2 n
N NV

Et ainsi la fonction P est une fonction polynomiale. Plus précisément :



— son monome dominant est V(xy,...,x,) - z";

— T1,...,T, sont des racines de P.
Et ainsi, on déduit que P est scindé, car, comme tous les x; sont distincts, P a au moins autant

de racines que son degré.
Et finalement on déduit que :

Ve e K, Plx)=V(z1,...,¢p,2) =V (xy,...,2,) - H(m — ;)

i=1
et ainsi, par hypothése de récurrence, en évaluant en x = x,,,1 on trouve bien :

n

V(zy, ..o Zng1) = V(e ..., x0) H(xn+1_$i) = H (xj—x;) H (xj—x;) = H (xj—x;)

i=1 1<i<j<n 1<i<j=n+1 1<i<j<n+1

ce qui conclut la récurrence.
Méthode 2 : par opérations élémentaires sur les colonnes :
— sin =1 ou 2 : on procéde comme ci-dessus ;

— supposons le résultat acquis jusqu’au rang n pour n € N*, et considérons x1, ..., x,11. On consi-
dére la matrice associée aux x;, et on effectue dans cet ordre les opérations suivantes sur les
lignes :

Lpy1 < Lpyy — @1 Ly, Ly < Ly — @1 Ly oy, .o, L3 < L3 — 21 Lo, Lo < Lo — 111,

ce qui donne :

1 1 1 1
0 To — T T3 — T1 Tpil — T1
2 2 2
V(zy,. oo &y Tpg1) = 0 x5 — 2127 Ty —T1x3 ... Tpyy — L1dn+l
0 n __ n—1 n __ n—1 n _ n—1
1 1 1 1
0 To — T1 T3 — T Tptl — T1
— 10 132@2 - $1) I3($3 - il’l) cee $n+1($n+1 - xl)
0 n—1 n—1 n—1
xy (w2 — 1) 25 (w3 —a1) ... @i (@e —21)

et en sortant les (z; — 1) (qui multiplient les différentes colonnes, par n-linéarité du déterminant)
puis en développant suivant la premiére colonne, on déduit :

V(z1, .oy Ty Tng1) = (Tpy1 — 1) (0 — 1) - .. (23 — 21) (w9 — 1)V (20, . .., Ty Tpuy1)

et on conclut comme a la premiére preuve.

2. La matrice de ¢ dans les bases canonique est directement la matrice dont on calcule le déterminant.
On déduit que ¢ est un isomorphisme si, et seulement si, V' (z1,...,z,) # 0. Par la formule prouvée
ci-dessus, et par régle du produit nul, on déduit que ¢ est inversible si, et seulement si, tous les x;
sont différents (ce qu’on a avait déja montré dans les exercices d’algébre linéaire en dimension finie).



