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Feuille d'exercices no27 : Déterminants

Exercice 1 [Matrices antisymétriques]
Si n est impair en A antisymétrique : A = −A puis :

det(A) = det(−A) = (−1)ndet(A) = −det(A)

donc det(A) = 0 et A n'est pas inversible.
Si n est pair, on pose (e1, . . . , en) la base canonique de Rn. Alors la famille (−e2, e1,−e4, e3, . . . ,−en, en−1)

est une base de Rn, et sa matrice dans la base canonique est :

0 1
−1 0

0 1
−1 0

. . .
. . .

0 1
−1 0


qui est bien antisymétrique, et elle est inversible comme matrice d'une base dans une base (c'est une
matrice de passage).

Exercice 2 [Déterminant d'une dérivation]
Vn contient la fonction nulle (en prenant le polynôme nul).
Si f, g ∈ Vn et λ, µ ∈ R. Notons P,Q ∈ Rn[X] tels que f : x 7→ exP (x) et g : x 7→ exQ(x). Alors :

(λf + µg) : x 7→ λexP (x) + µexQ(x) = ex(λP + µQ)(x) ∈ Vn

comme Rn[X] est un espace vectoriel, et donc λP + µQ ∈ Rn[X].
Une fonction polynomiale et la fonction exp étant dérivable, par produit on déduit que f 7→ f ′ est bien

dé�nie sur Vn. La linéarité de la dérivation est déjà acquise. Reste à montrer qu'elle est à valeur dans Vn.
Soit f ∈ Vn. Notons f : x 7→ exP (x) pour P ∈ Rn[X]. Alors par dérivée d'un produit :

f ′ : x 7→ ex(P + P ′)(x)

et P ∈ Rn[X] donc P ′ ∈ Rn−1[X] ⊂ Rn[X] donc P + P ′ ∈ Rn[X]. Et �nalement f ′ ∈ Vn.
Donc c'est bien un endomorphisme de Vn.
Pour le déterminant, on constate que, avec la base canonique de Rn[X], on déduit que la famille(

fk : x 7→ exxk
)
k∈J0;nK est une base de Vn. Et pour tout k ∈ J0;nK, on a :

f ′
k : x 7→ ex

(
xk + kxk−1

)
= fk + kfk−1

donc la matrice de la dérivation dans cette base est triangulaire, avec uniquement des 1 sur la diagonale.
Donc son déterminant est 1.

Exercice 3 [Déterminant d'une primitivisation]
Le fait que φ soit dé�ni sur Rn[x] vient du fait que les applications polynomiales sont continues, donc

on peut dé�nir leurs intégrales sur tout segment.
La linéarité vient de la linéarité de l'intégration sur un segment : à x �xé, l'application f 7→

∫ x+1

x
f(t)dt

est linéaire, ce qui assure la linéarité de φ (image par image).



Reste à montrer que Rn[x] est stable : soit f ∈ Rn[x]. On écrit : f : x 7→
∑n

k=0 akx
k. Et alors pour tout

x ∈ R :

φ(f)(x) =

∫ x+1

x

(
n∑

k=0

akt
k

)
dt =

n∑
k=0

ak

∫ x+1

x

tkdt =
n∑

k=0

ak
k + 1

(
(x+ 1)k+1 − xk+1

)
qui est une combinaison linéaire des (x+ 1)k+1 − xk+1. Mais les polynômes (X + 1)k+1 et Xk+1 sont tous
les deux unitaires de degré k+1, donc leur di�érence est de degré au plus k (en fait exactement k comme
on le montrera après). Donc φ(f) est combinaison linéaires d'éléments de Rn[x], donc est bien un élément
de Rn[x].

Donc φ est bien un endomorphisme.
Considérons la base (fk : x 7→ xk)k∈J0;nK de Rn[x]. Alors pour tout k ∈ J0;nK :

φ(fk) : x 7→
(x+ 1)k+1 − xk+1

k + 1

mais par binôme, pour tout x ∈ R :

(x+ 1)k+1 − xk+1 =

(
k+1∑
l=0

(
k + 1

l

)
xl

)
− xk+1 =

k∑
l=0

(
k + 1

l

)
xl

et donc :

φ(fk) =
k∑

l=0

(
k+1
l

)
k + 1

fl

donc la matrice de φ dans la base des fk est triangulaire, avec sur la diagonale des

(
k+1
k

)
k + 1

= 1.

Et donc son déterminant est 1.

Exercice 4 [Déterminant de la multiplication matricielle]
On considère A ∈Mn(K), et on s'intéresse à l'application φ ∈ L (Mn(K)) dé�nie par : φ : M 7→ A ·M .

1. On a directement l'équivalence, pour M ∈Mn(K) dont les colonnes sont C1, . . . , Cn :

M ∈ Kerφ⇔ AM = 0⇔ ∀i, ACi = 0⇔ ∀i, Ci ∈ KerA

et donc Kerφ = {0} ⇔ KerA = {0}, ce qui donne bien l'équivalence par caractérisation des endo-
morphismes inversibles en dimension �nie et des matrices inversibles.

2. Si on note C1, . . . , Cn les colonnes de A, alors φ(Ei,j) est la matrice dont la j-ème colonne est Ci, et
les autres coe�cients sont nuls. C'est-à-dire :

φ(Ei,j) =
n∑

k=1

ak,iEk,j

3. On a directement pour matrice une diagonale en blocs de A :
A

A
.. .

A


dont le déterminant est det(A)n.

4. On a donc det(φ) = det(A)n. Et donc det(φ) ̸= 0⇔ det(A) ̸= 0, ce qui est bien le premier résultat.
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Exercice 5 [Calculs de déterminants]
On fait à chaque fois par pivot. On bouge le 1 en première ligne pour simpli�er les étapes.

1.

∣∣∣∣∣∣
6 3 5
2 4 8
1 9 7

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 9 7
6 3 5
2 4 8

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 9 7
0 −51 −37
0 −14 −6

∣∣∣∣∣∣ = 51× 6− 37 · 14 = −212 ;

2.

∣∣∣∣∣∣
3 −1 2
1 1 −3
2 2 1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 1 −3
2 2 1
3 −1 2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 1 −3
0 0 7
0 −4 11

∣∣∣∣∣∣ = 28 ;

3.

∣∣∣∣∣∣
0 1 3
1 3 9
3 9 28

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 3 9
3 9 28
0 1 3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 3 9
0 0 1
0 1 3

∣∣∣∣∣∣ = −1 ;
4. on fait L1 = L1−L3 pour mettre un pivot à 1 :

∣∣∣∣∣∣
24 −21 13
−11 16 −9
23 −19 12

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 −2 1
−11 16 −9
23 −19 12

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 −2 1
0 −6 2
0 27 −11

∣∣∣∣∣∣ =
66− 54 = 12 ;

5.

∣∣∣∣∣∣
2 −1 2
−1 a 0
2 0 2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 −a 0
2 −1 2
2 0 2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 −a 0
0 −1 + 2a 2
0 2a 2

∣∣∣∣∣∣ = −2 ;
6. si a, b ou c est nul : la matrice a directement deux colonnes proportionnelles et le déterminant est nul.

Sinon :

∣∣∣∣∣∣
0 a b
a 0 c
b c 0

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a 0 c
b c 0
0 a b

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a 0 c
0 c −bc/a
0 a b

∣∣∣∣∣∣ = 2abc (et donc la formule est valable peu importe les

valeurs de a et b. Autre méthode : Sarrus est e�cace ici comme il y a beaucoup de 0, et on trouve
comme déterminant : abc+ abc+ 0 + 0 + 0 + 0 = 2abc ;

7.

∣∣∣∣∣∣
a b c
c a b
b c a

∣∣∣∣∣∣ = a3 + b2 + c3 − 3abc (directement par Sarrus) ;

8. on développe tout par n-linéarité. On aura une somme de déterminants de la forme :∣∣∣∣∣∣
α β γ
α2 β2 γ2

α3 β3 γ3

∣∣∣∣∣∣
pour α ∈ {a, b}, β ∈ {b, c} et γ ∈ {a, c}. Les seuls non nul seront :∣∣∣∣∣∣

a b c
a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ et
∣∣∣∣∣∣
b c a
b2 c2 a2

b3 c3 a3

∣∣∣∣∣∣
(tous les autres sont nuls car deux colonnes sont égales) et ces termes sont égaux, avec :∣∣∣∣∣∣

a b c
a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ = abc

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a b c
a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣ = abc

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
a b− a c− a
a2 b2 − a2 c2 − a2

∣∣∣∣∣∣ = abc(b− a)(c− a)(c− b)

Et �nalement :

∣∣∣∣∣∣
a+ b b+ c c+ a
a2 + b2 b2 + c2 c2 + a2

a3 + b3 b3 + c3 c3 + a3

∣∣∣∣∣∣ = 2abc(b− a)(c− a)(c− b)

Autre méthode : on retranche la première colonne aux deux autres, puis les ajoute à la première. On
obtient pareil.
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9. On retranche la première colonne aux autres et on fait apparaître les formules de factorisation :∣∣∣∣∣∣
1 1 1

cos(a) cos(b) cos(c)
sin(a) sin(b) sin(c)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

1 0 0
cos(a) cos(b)− cos(a) cos(c)− cos(a)
sin(a) sin(b)− sin(a) sin(c)− sin(a)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
1 0 0

cos(a) −2sin b+a
2
sin b−a

2
−2sin c+a

2
sin c−a

2

sin(a) 2cos b+a
2
sin b−a

2
2cos c+a

2
sin c−a

2

∣∣∣∣∣∣
= −4sinb− a

2
sin

c− a

2

∣∣∣∣∣∣
1 0 0

cos(a) sin b+a
2

sin c+a
2

sin(a) cos b+a
2

cos c+a
2

∣∣∣∣∣∣ = 4sin
b− a

2
sin

c− a

2
sin

c− b

2

10. on fait un pivot ou on développe sur la première colonne :∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 0
0 1 3 0
0 0 2 4
5 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 ·

∣∣∣∣∣∣
1 3 0
0 2 4
0 0 1

∣∣∣∣∣∣− 5 ·

∣∣∣∣∣∣
2 0 0
1 3 0
0 2 4

∣∣∣∣∣∣ = 2− 120 = −118 ;

11. On fait par pivot. On commence par retrancher 3 fois la troisième ligne à la quatrième, puis 2 fois
la deuxième à la troisième puis une fois la première à la deuxième. On simpli�e, et on recommence :∣∣∣∣∣∣∣∣
0! 1! 2! 3!
1! 2! 3! 4!
2! 3! 4! 5!
3! 4! 5! 6!

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
0! 1! 2! 3!
0 1! 2 · 2! 3 · 3!
0 2! 2 · 3! 3 · 4!
0 3! 2 · 4! 3 · 5!

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 3!

∣∣∣∣∣∣
1! 2! 3!
2! 3! 4!
3! 4! 5!

∣∣∣∣∣∣ = 3!

∣∣∣∣∣∣
1! 2! 3!
0 2! 2 · 3!
0 3! 2 · 4!

∣∣∣∣∣∣ = 6 · (96− 72) = 144 ;

12. On peut procéder par pivot :∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 a a a
1 a a2 a2

1 a a2 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
0 a− 1 a− 1 a− 1
0 a− 1 a2 − 1 a2 − 1
0 a− 1 a2 − 1 a3 − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a−1)3
∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 a+ 1 a+ 1
1 a+ 1 a2 + a+ 1

∣∣∣∣∣∣ = (a−1)3
∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 a a
0 a a2 + a

∣∣∣∣∣∣ =
a3(a− 1)3

et c'est encore plus e�cace en retranchant à chaque ligne a fois la précédente en partant de la dernière
(comme un déterminant de Vandermonde) ce qui donne le même résultat.

13. On retranche des colonnes pour faire apparaître des 0 et on développe :∣∣∣∣∣∣∣∣
a c c b
c a b c
c b a c
b c c a

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
a c 0 b− a
c a b− a 0
c b a− b 0
b c 0 a− b

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (b−a)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
a c 0 1
c a 1 0
c b −1 0
b c 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (b−a)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
a c 0 1
c a 1 0
2c b+ a 0 0

b+ a 2c 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −(b−
a)2

∣∣∣∣∣∣
c a 1
2c b+ a 0

b+ a 2c 0

∣∣∣∣∣∣ = −(b−a)2
∣∣∣∣ 2c b+ a
b+ a 2c

∣∣∣∣ = (b−a)2((b+a)2−4c2) = (a−b)2(a+b−2c)(a+b+2c).

Exercice 6 [Recherche de bases]
On calcule à chaque fois le déterminant dans la base canonique :

1.

∣∣∣∣∣∣
1 + i i −2 + i
1 −1 0
i 1− i −i

∣∣∣∣∣∣ = −4 + 2i ̸= 0 donc c'est une base.

2.

∣∣∣∣ λ+ 3 2λ+ 3
3λ+ 1 5λ+ 4

∣∣∣∣ = −λ2 + 8λ + 9 = −(λ + 1)(λ − 9) et c'est donc une base si, et seulement si,

λ /∈ {−1; 9}.

3.

∣∣∣∣∣∣
−1 3 −4
3 −2 2
4 2 3

∣∣∣∣∣∣ = −49 ̸= 0 donc c'est une base de E.
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4.

∣∣∣∣∣∣
0 0 1
0 −1 −2
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 ̸= 0 donc c'est une base de E.

5.

∣∣∣∣∣∣
ab ac bc

−(a+ b) −(a+ c) −(b+ c)
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = (a−b)(b−c)(c−a) et c'est donc une base si, et seulement si, a, b, c

sont deux-à-deux distincts.

Exercice 7 [Introduction de variable pour un calcul de déterminant]
On retranche la première colonne à toutes les autres. La variable x n'apparaît que dans la première

colonne (les autres coe�cients sont constants). En développant suivant la première colonne, on déduit que
∆ est une combinaison linéaire en les coe�cients de la première colonne, et c'est donc bien une fonction
a�ne.

On évalue en −b et en −a pour faire apparaître des matrices triangulaires donc les déterminants se
calculent plus facilement. On trouve ainsi :

∆(−b) =
n∏

i=1

(λi − b) et ∆(−a) =
n∏

i=1

(λi − a)

et on revient à l'expression générale d'une fonction a�ne comme on la connaît en deux points (comme
a ̸= b par hypothèse). Ce qui donne :

∀x ∈ R, ∆(x) =
∆(−b)−∆(−a)
−b+ a

(x+ a) + ∆(−a)

et en évaluant en 0 on déduit :

δ = ∆(0) =

∏n
i=1(λi − b)−

∏n
i=1(λi − a)

a− b
· a+

n∏
i=1

(λi − b) =
a ·
∏n

i=1(λi − b)− b
∏n

i=1(λi − a)

a− b
.

Exercice 8 [Calculs de déterminants par relations de récurrence]
On e�ectue l'opération suggérée. On note à chaque fois Dn le déterminant à calculer pour la matrice

de taille n.

1. On ajoute la dernière ligne/colonne à la première, et on développe suivant la première colonne puis

ligne, et on trouve la relation : Dn+2 = Dn. Comme D1 = 0 et D2 = 1, on déduit : Dn =
1 + (−1)n

2
.

2. On retranche la dernière ligne/colonne à la première, et on développe suivant la première colonne
puis ligne et on trouve la relation : Dn = −2Dn−1 −Dn−2. Comme D1 = 0 et D2 = −1, on déduit :
Dn = (−1)n−1(n− 1).

3. Si n est impair, il faudrait a = b (problème au coe�cient central sinon), et alors le déterminant est
nul (car les première et dernière colonnes sont égales). Pour n pair, on développe suivant la première
colonne, puis suivant la dernière colonne et on trouve la relation : Dn+2 = (a2 − b2)Dn. Et avec
D2 = a2 − b2 on déduit : D2n = (a2 − b2)n.

4. On coupe la dernière colonne en


1
...
1
1

 +


0
...
0
n

 ce qui donne la relation : Dn = (n− 1)! + nDn−1 et

en divisant par n! :
Dn

n!
=

1

n
+

Dn−1

(n− 1)!
. En sommant ces relations on déduit : Dn = (1 +Hn)n!.
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5. On découpe la première ligne en : (
a 0 . . . 0

)
+
(
b b . . . b

)
ce qui donne la relation : Dn = aDn−1 + bn. Et on a �nalement :

Dn =
an+1 − bn+1

a− b
si a ̸= b et Dn = (n+ 1)an sinon .

Exercice 9 [Déterminant de Vandermonde]
Soit n ∈ N∗ et x1, . . . , xn ∈ K. On leur associe la quantité :

V (x1, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1 1
x1 x2 . . . xn−1 xn

x2
1 x2

2 . . . x2
n−1 x2

n
...

...
...

...
xn−1
1 xn−1

2 . . . xn−1
n−1 xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

1. On procède par récurrence sur n ∈ N∗ de deux manières di�érentes.

Méthode 1 : avec des polynômes :

� si n = 1 : alors V (x1) =
∣∣1∣∣ = 1, qui véri�e bien la formule car on trouve le produit vide (qui

vaut 1) ;
� si n = 2 : alors :

V (x1, x2) =

∣∣∣∣ 1 1
x1 x2

∣∣∣∣ = x2 − x1

qui correspond bien à la formule ;
� supposons le résultat acquis jusqu'au rang n pour n ∈ N∗, et considérons x1, . . . , xn+1. On souhaite

calculer V (x1, . . . , xn+1).

Notons déjà que, si deux des xi sont égaux, alors la matrice qui dé�nit le déterminant de Van-
dermonde a deux colonnes égales, donc n'est pas inversible, et l'égalité à montrer est vraie (les
deux membres sont nuls).

Si les xi sont deux-à-deux distincts, posons l'application P dé�nie sur K par :

P : x 7→ V (x1, . . . , xn, x)

de sorte que l'on veut calculer P (xn+1).

En développant suivant la dernière colonne, on a pour tout x ∈ K :

P (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1 1
x1 x2 . . . xn x
x2
1 x2

2 . . . x2
n x2

...
...

...
...

xn
1 xn

2 . . . xn
n xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n+2 · 1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 x2 . . . xn

x2
1 x2

2 . . . x2
n

...
...

...
xn
1 xn

2 . . . xn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+(−1)n+3 · x ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1
x2
1 x2

2 . . . x2
n

...
...

...
xn
1 xn

2 . . . xn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ · · ·+ (−1)2n+2 · xn ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn

x2
1 x2

2 . . . x2
n

...
...

...
xn−1
1 xn−1

2 . . . xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
V (x1,...,xn)xn

Et ainsi la fonction P est une fonction polynomiale. Plus précisément :
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� son monôme dominant est V (x1, . . . , xn) · xn ;
� x1, . . . , xn sont des racines de P .
Et ainsi, on déduit que P est scindé, car, comme tous les xi sont distincts, P a au moins autant
de racines que son degré.

Et �nalement on déduit que :

∀x ∈ K, P (x) = V (x1, . . . , xn, x) = V (x1, . . . , xn) ·
n∏

i=1

(x− xi)

et ainsi, par hypothèse de récurrence, en évaluant en x = xn+1 on trouve bien :

V (x1, . . . , xn+1) = V (x1, . . . , xn)
n∏

i=1

(xn+1−xi) =
∏

1⩽i<j⩽n

(xj−xi)·
∏

1⩽i<j=n+1

(xj−xi) =
∏

1⩽i<j⩽n+1

(xj−xi)

ce qui conclut la récurrence.

Méthode 2 : par opérations élémentaires sur les colonnes :

� si n = 1 ou 2 : on procède comme ci-dessus ;
� supposons le résultat acquis jusqu'au rang n pour n ∈ N∗, et considérons x1, . . . , xn+1. On consi-

dère la matrice associée aux xi, et on e�ectue dans cet ordre les opérations suivantes sur les
lignes :

Ln+1 ← Ln+1 − x1Ln, Ln ← Ln − x1Ln−1, . . . , L3 ← L3 − x1L2, L2 ← L2 − x1L1

ce qui donne :

V (x1, . . . , xn, xn+1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
0 x2 − x1 x3 − x1 . . . xn+1 − x1

0 x2
2 − x1x2 x2

3 − x1x3 . . . x2
n+1 − x1xn+1

...
...

...
...

0 xn
2 − x1x

n−1
2 xn

3 − x1x
n−1
3 . . . xn

n+1 − x1x
n−1
n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
0 x2 − x1 x3 − x1 . . . xn+1 − x1

0 x2(x2 − x1) x3(x3 − x1) . . . xn+1(xn+1 − x1)
...

...
...

...
0 xn−1

2 (x2 − x1) xn−1
3 (x3 − x1) . . . xn−1

n+1(xn+1 − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
et en sortant les (xi−x1) (qui multiplient les di�érentes colonnes, par n-linéarité du déterminant)
puis en développant suivant la première colonne, on déduit :

V (x1, . . . , xn, xn+1) = (xn+1 − x1)(xn − x1) . . . (x3 − x1)(x2 − x1)V (x2, . . . , xn, xn+1)

et on conclut comme à la première preuve.

2. La matrice de φ dans les bases canonique est directement la matrice dont on calcule le déterminant.
On déduit que φ est un isomorphisme si, et seulement si, V (x1, . . . , xn) ̸= 0. Par la formule prouvée
ci-dessus, et par règle du produit nul, on déduit que φ est inversible si, et seulement si, tous les xi

sont di�érents (ce qu'on a avait déjà montré dans les exercices d'algèbre linéaire en dimension �nie).
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