Sujet de fin d’année (d’apres Centrale PC 2021) : proposition de corrigé

I. Généralités sur les formules de quadrature

I.A - Exemples élémentaires

1. e La formule de quadrature Io(f) = f(0) est
— exacte sur Ro[X], car pour tout P € Ro[X], on a P(t) = P(0) pour tout ¢t € R, donc

1 1
[O P(t)dt = fo P(0)dt = P(0) = Io(P).
— inexacte sur Ry[X] car, pour P =X € Ry[X], on a

[OlP(t)dtz foltdtz % +0=P(0) = I(P).

La formule de quadrature Iy(f) = f(0) est donc d’ordre 0.
e Dans la représentation graphique suivante, on a Iy(f) = aire(D) — aire(Ds).

2. e La formule de quadrature Iy(f) = f(1/2) est
— exacte sur Rg[X], car pour tout P € Ry[X], on a P(t) = P(1/2) pour tout ¢ € R, donc

1 1
f P(t)dt = [ P(1/2)dt = P(1)2) = Io(P).
0 0
— exacte sur Ry[X] car, pour P=aX +beR [X], on a
1 1 a 1
[ P@ydi= [ at b= [—t2+bt] =% b= P(1)2) = Iy(P).
0 0 2 0 2
— inexacte sur Ry[X] car, pour P = X2 e Ry[X], on a

/OIP(t)dt - foltzdt - % + i = P(1/2) = Io(P).

La formule de quadrature Iy(f) = f(1/2) est donc d’ordre 1.
Rq : comme Uintégrale et Iy sont linéaires, une formule de quadrature est exacte sur R, [X] si et seulement si elle est

exacte pour les polynomes 1,X,..., X".
En utilisant cette idée, on aurait pu rédiger ces deux premicres questions autrement, en ne testant que les polynomes
1,X et X2.



3. I(f) est exacte sur Ro[ X] si et seulement si elle est exacte pour les polynémes 1, X et X 2 Cest-a-dire si

1
fo 1dt = Ip(1) 1= Ao+ A1+ Ao 1= Ao+ A1+ Ao
1 1
/1tdt:IO(X) o {1220+ A+ A = 1/6=0+ =X\
01 LQ‘*LQ*Lg
f t2dt = In(X?) 1/3:0+1>\1+>\2 1/3:O+Z>\1+>\2
0
Ao =1/6
- )\1=2/3
A2 =1/6

Pour P = X3, on a ) )
IQ(P):O+(1/2)3(2/3)+1(1/6):1/4:f0 t3dt:f0 P(t)dt,

donc cette formule de quadrature est encore valable sur R3[X].
Pour P= X% on a

L(P) =0+ (1/2)4(2/3) + 1(1/6) = 5/24 % 1/5 = f01t4dt - [OlP(t)dt,

donc cette formule de quadrature n’est pas valable sur Ry[X].
La formule de quadrature I est donc d’ordre 3.

I.B - Construction de formules d’ordre quelconque

Rq : vous aurez reconnu dans les 3 questions suivantes des questions de cours sur les polynomes de Lagrange. Méme dans
des concours assez sélectifs, il y a des questions de cours, et méme quand ce n’est pas le cas ce sont les mémes idées que dans
le cours qu’il faut développer...

4. e Pour tout (P,Q) € (R,[X])?, pour tout A € R,

e(AP+Q) = (AP +Q)(w0), AP+ Q)(21), ..., (AP + Q) (2n))
= (AP(x0) + Q(x0), AP(z1) + Q(21),...,\P(z,,) + Q(x,)) (par linéarité de ’évaluation)

= AP (z0), P(21),- -, P(x0n)) + (Q(70),Q(21),. .., Q(zn))
= Ap(P) +9(Q),

donc ¢ est linéaire.

e Pour tout P e R, [X], si ¢(P) =0, alors P(xp) = P(z1) =...=P(x,) =0, donc P, de degré au plus n, a au moins
n + 1 racines distinctes (les x;), donc P = 0.

On a donc Ker (¢) c {0}. L’autre inclusion étant évidente, on a Ker () = {0} et ¢ est injective.

e D’apres le théoréeme du rang,

dim(Im (¢)) = dim(R,,[X]) - dim(Ker (¢)) = (n +1) =0 =n + 1 = dim(R"*!).

De plus, Im () ¢ R™**, donc, par inclusion et égalité des dimensions, Im () = R™*!, donc ¢ est surjective.
e v est donc bien un isomorphisme.

5. Soit i € [[0,n]]. Pour tout L; € R,[X],

0 sij+i, n
1 . J . ) = o(L;) = (5i,j)j=0..n eR H,
sij=1i.

(Vj € [[0,’)7,]], Li(xj) = {

. 1 sii=j
ou (Si’j = L. L.
0 sii#j
Comme ¢ est un isomorphisme de R, [X] sur R™*!, on a bien Iexistence et I'unicité de L;, et, en notant ¢ ' la
bijection réciproque de ¢, on a
-1
Li = ((0i,5)5=0..n)-

6. ((6i,5)j=0..n)i=0..n est une base de R (c’est la base canonique), donc (L;);-0..» est une base de R,,[ X ] comme image
d’une base de R™** par un isomorphisme (¢ ).

1
7. Comme P eR,[X]+~ f P(z)w(x)dx est linéaire (et bien définie car pour tout k € [0, n]], z — z"w(x) est intégrable
0

n

sur I) et I, : P € R,[X] — > \;f(x;) est aussi linéaire, donc e est linéaire, donc I,, est exacte sur R,[X] si et
§=0

seulement si elle est exacte sur une base de R,,[X], donc si et seulement si elle est exacte sur (Lo, ..., Ly).

Or, pour tout j € [[0,n]],

Ln(Lj) = 30 MeLj(wr) = 3 Akbij = Ay,
k=0 k=0



donc I, est exacte sur R,,[X] si et seulement si
vieloml, A= [ Li@)w(a)ds.

8. e Ly a pour racines 1/2 et 1, donc Ly est un multiple de (X —1/2)(X - 1), donc il existe Q € R[X] tel que Ly =
(X -1/2)(X -1)Q.
Comme de plus Ly est de degré au plus 2, on a deg(Q) < 0, donc il existe a € R tel que @ = a et, par suite,
Lo=a(X-1/2)(X - 1).

1 X-1/2)(X -1
Enﬁn, LO(O):l7 donca:— et L0: ( / )( )
(0-1/2)(0-1) (0-1/2)(0-1)
X -0)(X -1 X —0)(X -1/2
¢ De méme, on montre que Ly = (X -OX ) et Lo = (X ~0) [2) . D’aprés la question précédente, Iy : f —

(1/2-0)(1/2-1) (1-0)(1-1/2)
Aof(0) + A1 £ (1/2) + A2 f(1) est exacte sur Ro[ X ] si et seulement si

1 1 1
Ao = f Lo(x)dz, A = f Li(x)dr et A= f Lo(x)dx.
0 0 0
Apres calcul de ces intégrales, on retrouve bien

)\0:1/6, )\122/3 et )\2:1/6

I.C - Noyau de Peano et évaluation de I’erreur

9. Comme f est de classe C™"! sur [a,b], on a, d’aprés la formule de Taylor-reste intégral, pour tout x € [a,b],

1 b 1 z 1 b
Bu(@) = — [ om0 D @t = — [ (o) @t s [ p(ant) D0
m' a m' O — m' x ———
=(z-t)™ =0 pour te]z,b]

_ [:1: ('T ~ t)m f(m+1)(t)dt

mka
Z ()

k=0

z—-a)® (daprés Taylor-reste intégral).

donc, comme e est linéaire,
m k (a)

e(Rm) =e(f) - Z

e(z— (z—-a)k).

Enfin, comme I,, est d'ordre m et z = (z — a)” est polynomiale de degré k < m (pour tout k € [[0,m]]), on a
e(z ~ (z—-a)¥) =0 et donc
e(Rm) = e(.f)

10. Soit m > 1. D’apres la question précédente,

)=l = [ Ry = 30, Fn(r,)

n

1 b b (m+1) 1 b (m+1)
= f QOWL(xv t)f (t)dt W(Z‘)dﬂf - m! Z )\j f Sp’rn(xﬁ t)f ) (t)dt
a a =0 a

m!
Lrofre (ms1) 1 & )
==/ fa om(z,t)f (H)w(z)dt dx—m!j;))\jfa om( t)f (t)dt.

Or (2,t) € [a,b]% = om(z, t) D (#)w(z) est continue comme produit de fonctions continues (¢, est d’apres
I’énoncé car m > 1, et f™ Dest car f est de classe C™*!
dans I’énoncé,

et w Pest car c’est un poids), donc, d’apres ’égalité donnée

e(f)=— | ( [ om0 @) dt)dx— Yy om0 (1)

1 b b m+ b m+

= E @ (_L @m(xvt)f( 1)(t)w($)dl‘) dt — ﬁ;))\] L (pm(mj’t)f( U(t)dt
1 pof o n

=) (fa o (2, 0) [T (Dw(z)de - ;)/\jcpm(xj7t)f(m+1>(t))dt
1 (m+1) (me1)

-— "¢ (t)f om (@, yw(z)de - f (t)ZAjapm(xg,t) dt

_ (m+1)
- L [ K ar



b n
oun K, :t€[a,b] fa om(z, )w(z)dz = > Njpm(z,1) = e(x = om(,t)).

§=0
I.D - Exemple : méthode des trapezes

11. Avec les notations de I’énoncé, on a

Ki:te[0,1] fol p1(z, t)dx - (%wl(o,t) + %(pl(l,t))

:ft()dm/tl(x—t)dx—(lX0+%X(1—t))
_ (- t)2 }(1 b = t(t D)

Par suite, si g est de classe C? sur [0, 1], comme toutes les hypothéses de la partie I.C sont vérifiées (avec m = 1), on a

eto) == [ g @e= [P grar

Or, pout tout ¢ € [0, 1],
t(t-1) t(l t—t2
’ "(t)‘ "(t)l S lg" (51,

donc, par positivité de I'intégrale (0< 1), on a :

e(9)] - ‘ [ grar <

1([0,1]
s

Ltt-1)

1
1) Le—82 o] mo [ L 0]
t dt< Hdt = ’ - = — N

5 ()‘ — 9"l A ol i . LA

lg existe car g est continue sur le segment [0,1].

12. T,,(f) est la somme des aires (algébriques) hachurées, ie 'aire (algébrique) située sous la ligne brisée.

p

f //..' ) / -' l | .l
[ i ¥ / rd fl i f j
f ;.' / rJ! ://»{/,/ /":(’f.'-_,s: /.I . ,ff .. .

e .y a s £

13. Le graphique ci-dessus nous permet de voir que l’erreur totale est la somme des erreurs commise sur chaque intervalle
[ai,ais1], ce qui nous incite 4 écrire ce qui suit :

On a
’ b-a'& i i+
enl) = [ J(@yde -2 5 f(a )+2f<a )
= nZI f f(x)dx — b-a nzl f(ai) + f(ai) (relation de Chasles)
=0 20 2
) 7:211 fO f((aivy —ai)t + a;)(aiv1 - a;)dt - : ;a :Z:)l He +2f(ai+1) (chagement de variable affine ¢ = %)
_,n-1 1 ) , 4 B
= bna ; /(; f((ai1 —a;)t +a;)dt - bna ;) f(a;) +2f(al+1) (car sy —ai = h = bna)
_ n-1 1 4 4
= bna ; (/0 f((ais1 = ai)t +a;)dt - W)
b-and
= ZZ(:) e(9i),

en posant g; :t € [0,1] ~ f((air1 — a;)t +a;), avec g(0) = f(a;) et g(1) = f(ais1)-



14. Pour tout i € [[0,n —1]], g; est de classe C* sur [0,1] comme composée de fonctions de classe C?, donc, d’apres la
question 11, on a
1 0,1
le(g:)] < EHQQ'HL’ )

Or, pour tout ¢ € [0,1], (a;+1 — a;)t + a; € [a;,ai41] € [a, b], donc

b-a)?
978 = (ass1 = 027" ((ain = @)t + a5)| = (ases = a0 (Coin - ap)t + i) < (=2) 17,

b _ 2
done [g712 < (=) 172", et, par suite,
n

1 [0,1] 1 (b_a)2 1 [a,b]
. < — 4 B < — | —= 91
(o)l < 75197100 < = (2] 1)t
Finalement, d’apres I'inégalité triangulaire généralisé,

b_an—l

D=5 5 et <20 5 ket

b—a™l(1 (b-a)? 1
< [a,b]
S (G () e

b-a 1 (b-a)’
= i 11([a,b]
(g5 (1) 1)

(b_a)3 a
Tnsz”Hc[w’b]'

<

n

X

I1. Polynomes orthogonaux et applications

II.A - Etude d’un produit scalaire
15. e Pour tout (f,g,h) € E®, pour tout A € R,

(Af+g,h)= [I()\f +g)(x)h(x)w(z)dx = /I()\f(x) +g(x))h(x)dx (par linéarité de 1’évaluation)
= /\/;f(x)h(x)w(:c)dac+ /Ig(:c)h(:zz)w(a:)dx (par linéarité de l'intégrale)
=A(f,h) +{g,h),

donc (.,.) est linéaire & gauche.
e Pour tout (f,g) € E?,

(f,q) = ﬁf(x)g(x)w(x)dx = flg(x)f(:l:)w(x)da: (par symétrie du produit dans R)
=(g,f),
donc (.,.) est symétrique.

e (.,.) est linéaire & gauche et symétrique, donc bilinéaire.
e Pour tout f € E, pour tout x € I, f*(z)w(z) >0 car f(x)eR et w(z) > 0.

D’ot, par positivité de V'intégrale, (f, f) = f1f2(m)w(x)dx > 0.

Enfin, comme z ~ f2(z)w(zx) est continue positive, on obtient :

(1.0 =0= [ Py =0
=>Vrel, f*(z)w(z)=0
=>Vrel, f*(z)=0 (car w(z)#0)
=Vrel, f(x)=0
= f=0.

(.,.) est donc bien défini positif.
e (.,.) définit donc bien un produit scalaire sur E.

I1.B - Polyn6mes orthogonaux associés a un poids

18. e Pour tout n € N, (po, . ..,p,) est une famille libre (degrés échelonnés) composée de n+1 polynomes de R, [ X ], espace
de dimension n + 1, donc c’est une base de R,[X].



k
e Comme p,, est de degré n, on a Zml <n.
i=1
k 1
Soit ¢(X) = [](X - 2;)®* (comme dans Iénoncé).
i=1
Comme, pour tout i € [[1,k]], m; >1>¢;, on a

deg(q) =) e, <> 1<> m;<n
i=1 i=1 =1
avec égalité si et seulement si
Vie[[1,k]], e;=1
Vie[[1,k]], mi=1 o vie [1,k], m;=1
k Ly=L, |k=n
Zmi =N
i=1

L’égalité a donc lieu si et seulement si p,, possede n racines distinctes et simples dans I.

o

e Supposons que p, ne posséde pas n racines simples dans 1.

Alors ¢ est de degré inférieur ou égal & n — 1, donc, comme (py,...,pn-1) est une base de R,_1[X], il existe
n-1
(ag,...,an-1) € R™ tel que ¢q = Z a;p;, et on a donc, par linéarité a droite de (.,.),
§=0
n-1

(Pn,a) = ). a; (pn,p;) =0.
j:() N—_——
=0 car j#n
k o
Or, on a aussi, en notant p, = [ [(X —2;)™r(X), ol r n’a pas de racine dans l'intervalle I, donc est de signe constant
i=1
sur I,

k
()= [ pa(@a(yu(@)de= [ TTG 2™ r(zyu()dr,

ol, pour tout i € [[1,k]], m; + &; est pair (somme de deux entiers de méme parité), donc

k
Veel, [](z-)™" r(z) w(z) est de signe constant sur I.
=1 ——— —_——
>0 >0
k
La fonction z ~ [[(z - 2;)™ " r(z)w(x) est donc continue sur I (comme produit de fonctions continues), de signe
i=1

constant sur I, intégrable sur I (car E contient les fonctions polynomiales), non identiquement nulle (car P,Q # 0),
I est un intervalle d’intérieur non vide, donc, par stricte positivité de I'intégrale,

k
(Pnsq) = qu(ﬂc —a;)"™ () w(x)dx # 0.

On a une contradiction. D’ou, par I’absurde, p,, possede n racines simples dans I.
Rq : Cette démonstration reste valable dans le cas ot p, a 0 racine dans I en [’état en considérant qu’un produit vide
vaut 1.

II.C - Applications : méthodes de quadrature de Gauss

19.

20.

n
Qn = [[(X - ;) est un polynoéme de degré exactement n + 1.
=0

En particulier, @, # 0, donc (Q,,Q,) >0, ie an(x)Zw(x)dx > 0.
I
Or 1,,(Q2) = 0, car pour tout j € [0,n]], z; est racine de Q2, donc

e(Qn) = /IQn(x)Qw(x)dm ~1,(Q?) % 0.

La formule de quadrature I,, n’est donc pas exacte pour Qi de degré 2n + 2, donc son ordre vaut au maximum 2n + 1.
e Supposons que m = 2n + 1.

n
Le polynoéme Q,, = H(X — x;) est unitaire de degré n + 1 et, pour tout 7 € [[0,n]], le polynéme p;@,, est de degré au

i=0
plus 2n + 1, donc

0=en(piQn) = [Ipi(w)Qn(m)w(x)dx— ﬁ(:)/\jpi(fﬂj)Qn(fﬂj) =(pi, Qn) -
-0



n
D’ou, par unicité de la famille (py,)nen, o0 & pre1 = Qn = [ [(X = 2;), donc pn41 a pour racines les (2;)i-o..n-
i=0
e Réciproquement, si les x; sont les racines de p,+1, alors, comme p,,,1 est unitaire de degré n + 1 et a pour racines

(%)i=0..n, 00 & ppy1 = [ [(X - ).
i=0
Soit P € Roy,41[X]. D’apres le théoréme de la division euclidienne, il existe @, R € R[X] tels que

P=Qpn1+R, oudeg(R)<n+1letdeg(Q)<(2n+1)-(n+1)=n.

On a alors, par linéarité de e,
e(P) = e(Qpn+1) +e(R).

Or e est d’ordre au moins n d’apres la question 7, donc e(R) = 0.

De plus,
Qo) = [ QP (@)u()dr - 3 Q) pusa(a) = (Qupr) =0,
I §=0 —_
=0
en décomposant @) dans la base (po,...,pn) de R,[X] comme dans la question 18.

On a donc bien e(P) = e(Qpps1) +e(R) =0+ 0 =0, donc la formule de quadrature I,, est d’ordre au moins 2n + 1.
Comme elle est d’ordre au plus 2n + 1 d’apres la question précédente, elle est donc bien d’ordre exactement 2n + 1.
e On a donc bien ’équivalence demandée.

I1.D - Exemple 1

21.

e po est unitaire de degré 0, donc pg = 1.
e p, est unitaire de degré 1, donc s’écrit sous la forme p; = X +a ou a € R.
De plus, (p1,po) =0, donc

0= /:11 p1(x)po(z)w(x)dz = [j x + adr = 2a,

donc a =0 et, par suite, p; = X.
e py est unitaire de degré 2, donc s’écrit sous la forme ps = X2 +aX +b ot a,b e R.
De plus, (pz,po) = 0, donc

1 1 9
0= f pa(x)po(z)w(x)dr = / z? + azx + bdx = 3t 2b,
-1 -1

1
donc b=—--.

On a aussi {p2,p1) =0, donc

1 1 9
0= / p2(x)p1(z)w(z)de = f 23+ az? + badx = 50
-1 1

1
donc a = 0 et, par suite, py = X2 - 3

e p3 est unitaire de degré 3, donc s’écrit sous la forme p3 = X3 + aX? +bX + ¢ ot a,b, ¢ € R.
De plus, (ps, po) = 0, donc

1 1 9
0= [ p3(x)po(z)w(x)dx = / 23+ az® + bx + cde = 39 2¢,
-1 -1

donc a = -3c.
On a aussi {p3,p1) =0, donc

1 1 9 9
0= f p3(x)p1(x)w(z)dr = f z* + ax® + bx? + cadr = 5t §b’
-1 -1
3
donc b=——.
Enfin, (ps,p2) =0, donc
1 1 b 2 2 6 4 2
0= [ p3(z)p2(z)w(z)dr = f x5+ax4+(b—1/3)x3+(c—a/3)x2—fx—gdx =—a+=(c-af3)-2¢/3 = (—f +- - 7) ¢,
-1 -1 3 3 5 3 5 3 3
. . 3 3
donc ¢ =0, puis a = -3¢ = 0 et, par suite, p3 = X~ - 5X.
1 0 st n est impair
Du calcul un peu pénible... Pour gagner du temps, j’ai souvent utilisé f x"dx = 2 . )
-1 1 st n est pair
n



22. D’apres la question 20, en prenant pour les z; les racines de p3 = X(X2 -3/5), ie

o=~V 3/5, To = 0 et xr3 = 3/5,
et, pour tout j € [[0,2]],
1
Aj = f Lj(z)w(zx)dz,
-1

2
on aura, en posant Ir(f) = Z Aj f(z;), une formule de quadrature d’ordre 5.
3=0

Calculons les \; : Les polynomes (L, L1, Ly) forment la base de Lagrange associés aux points (—/3/5,0,1/3/5). On
a donc, comme a la question 8

(X - 0)(X - /3/5) 5 s

Lo = =—(X“-y3/5X),
O B0 —3) 6 V3
(X BBX-VEBE) 5,

b (0+/3/5)(0-/3/5) 30 73)

et Lo = (X+\/%)(X_O) _5(]}2_‘_\/%)(),

C (VBB BE)(/B5-0) 6

donc
)\o:[llLo(x)w(x)dx:[3%(x2_\/3/—5x)d$:g’
' L5, 10 8
A1=[1 L1(x)w(x)dm:[1 —g(x —3/5)(13:——§+2_§
et do= [ La@u(e)de= [ 22+ /3By = .

La formule de quadrature recherchée est donc :

L f o 21(-V/3) + S 1(0) + 2 F(/3PB).



