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Sujet de �n d'année

Exercice 1 : Un produit scalaire sur les polynômes

On considère l'application φ de R1[X]× R1[X] dans R dé�nie, pour (P,Q) ∈ R1[X]× R1[X], par

φ(P,Q) =

∫ 1

0

P (t)Q(t)dt

Par exemple, si P = X + 1 et Q = X, alors φ(P,Q) =

∫ 1

0

(t+ 1)tdt =
1

3
+

1

2
=

5

6
.

1. Montrer que φ est un produit scalaire sur R1[X].

Réponse : L'application φ est classiquement bilinéaire, symétrique et positive.

Soit P ∈ R1[X] tel que φ(P, P ) =

∫ 1

0

P (t)2dt = 0. Alors, par continuité de t 7→ P 2(t), on a :

∀t ∈ [0; 1] , P (t) = 0. P , ayant une in�nité de racines, est donc le polynôme nul. L'application est
donc dé�nie, et c'est donc un produit scalaire.
Pour alléger les notations, on notera désormais ⟨P,Q⟩ au lieu de φ(P,Q). La norme associée à ce
produit scalaire sera notée ∥.∥. On a donc, pour P ∈ R1[X], ∥P∥ =

√
⟨P, P ⟩.

2. Dans cette question, on se propose de montrer qu'il existe un unique polynôme P0 ∈ R1[X] tel que

∀P ∈ R1[X], ⟨P, P0⟩ = P (0)

On distinguera bien P0, qui est un polynôme, de la valeur P (0) de P en 0.

(a) Soit P0 �xé dans R1[X]. Montrer que l'égalité ⟨P, P0⟩ est véri�ée pour tout polynôme P de
R1[X] si et seulement si elle est véri�ée pour les deux polynômes P = 1 et P = X.

Réponse : Si l'égalité est vraie pour tout polynôme P , elle l'est en particulier pour P = 1 et
P = X. Réciproquement, si elle est vraie pour 1 et X, alors si P = aX + b, on a

⟨aX + b, P0⟩ = a⟨X,P0⟩+ b⟨1, P0⟩ = b = P (0)

(b) On pose P0 = a0X + b0 avec (a0, b0) ∈ R2. Calculer ⟨1, P0⟩ et ⟨X,P0⟩. En déduire que ⟨P, P0⟩ =

P (0) pour tout polynôme P ∈ R1[X] si et seulement si

{
a0
2
+ b0 = 1

a0
3
+ b0

2
= 0

Réponse : On trouve ⟨1, P0⟩ =
a0
2

+ b0 et ⟨X,P0⟩ =
a0
3

+
b0
2
. La question précédente permet

alors de conclure.

(c) Conclure qu'il existe un unique polynôme P0 de R1[X], que l'on explicitera, tel que

∀P ∈ R1[X], ⟨P, P0⟩ = P (0)

Réponse : Il su�t de résoudre le système précédemment trouvé ; on trouve a0 = −6, b0 = 4,
donc P0 = −6X + 4.

3. On désigne par S l'ensemble des polynômes de R1[X] tels que ∥P∥ = 1. On se propose de déterminer
la valeur maximale de P (0) lorsque P décrit S par deux méthodes di�érentes.

(a) Première méthode

On pose P1 = 1.

i. Montrer que ∥P1∥ = 1.

Réponse : ||1||2 =
∫ 1

0

12dt = 1, d'où la conclusion.



ii. Déterminer un polynôme P2 de R1[X] tel que (P1, P2) soit une base orthonormale de R1[X].

Réponse : Orthonormalisons la base (1, X) à l'aide du procédé de Gram-Schmidt. On
pose P1 = 1, puis P̃2 = X + λP1. On a

⟨P̃2, P1⟩ = 0 ⇐⇒
∫ 1

0

(t+ λ)dt = 0 ⇐⇒ λ = −1

2

Puisque ∥X − 1

2
∥ =

1

2
√
3
, on pose P2 = 2

√
3(X − 1

2
) et la famille (P1, P2) convient.

iii. Montrer que les éléments de S sont exactement les polynômes de la forme cos(θ)P1 +
sin(θ)P2, où θ décrit R.
Réponse : Tout d'abord, si θ ∈ R, on a par théorème de Pythagore :

∥ cos(θ)P1+sin(θ)P2∥2 = ∥ cos(θ)P1∥2+∥ sin(θ)P2∥2 = cos2 θ∥P1∥2+sin2 θ∥P2∥2 = cos2(θ)+sin2(θ) = 1

Ce qui prouve que les polynômes de la forme cos(θ)P1 + sin(θ)P2 sont dans S.
Réciproquement, si PaP1 + bP2 est un polynôme de R1[X] de norme 1, alors

∥P∥2 = a2∥P1∥2 + b2∥P2∥2 = a2 + b2 = 1

Il existe donc θ ∈ R tel que a = cos(θ) et b = sin(θ), ce qui conclut la preuve.

iv. Si P = cos(θ)P1 + sin(θ)P2, déterminer deux réels λ et θ0 indépendants de θ et tels que
P (0) = λ cos(θ − θ0) pour tout réel θ.

Réponse : On a

P (0) = cos(θ)−
√
3 sin(θ) = 2

(
1

2
cos(θ)−

√
3

2
sin(θ)

)
= 2 cos

(
θ +

π

3

)
v. En déduire la valeur maximale prise par P (0) lorsque P décrit S.

Réponse : La valeur maximale est donc 2, atteinte pour θ congru à −π

3
modulo 2π.

(b) Deuxième méthode

i. Rappeler l'énoncé de l'inégalité de Cauchy-Schwarz et préciser les cas où cette inégalité est
une égalité.

Réponse : Quels que soient P,Q, on a

|⟨P,Q⟩| ⩽ ∥P∥∥Q∥

Et il y a égalité lorsque les polynômes P et Q sont colinéaires, i.e. proportionnels.

ii. En utilisant le résultat obtenu dans la question 2, montrer que

∀P ∈ S, P (0) ⩽ ∥P0∥

Réponse : Appliquée aux deux polynômes P ∈ S et P0, l'inégalité devient

|⟨P, P0⟩| = |P (0)| ⩽ ∥P∥∥P0∥ = ∥P0∥

Notamment, on a P (0) ⩽ ∥P0∥.
iii. Déterminer un polynôme P de S tel que P (0) = ∥P0∥.

Réponse : Il su�t de prendre un polynôme proportionnel à P0 et de norme 1, par exemple

P =
P0

∥P0∥
.

2



iv. Retrouver ainsi d'une seconde manière la valeur maximale prise par P (0) lorsque P décrit
S.

Réponse : On a ∥P0∥ = ∥ − 6X + 4∥ =

√∫ 1

0

(−6t+ 4)2dt =
√
4 = 2 : on retrouve bien

le résultat précédent.

Exercice 3 : calcul de la somme d'une série

On se propose dans cet exercice de montrer que la série de terme général un = (−1)n
sinn

n
est conver-

gente et de calculer sa somme.

1. Montrer que si f ∈ C1([a, b]), alors :

lim
λ→+∞

∫ b

a

f(t) cos(λt)dt = 0.

Réponse : On va e�ectuer une intégration par parties, ce qui semble raisonnable vu les conditions

imposées sur f . Fixons λ > 0 et posons u = f et v = (t 7→ sin(λt)

λ
). Les fonctions u et v sont de

classe C1 sur [a; b], et u′ = f ′, v′ = (t 7→ cos(λt)). Par intégration par parties, on a donc∫ b

a

f(t) cos(λt)dt =

[
f(t)

sin(λt)

λ

]b
a

−
∫ b

a

f ′(t)
sin(λt)

λ
dt

Le premier terme du membre de droite vaut

1

λ
(f(b) sin(λb)− f(a) sin(λa))

qui tend vers 0 quand λ → +∞ comme produit d'une expression tendant vers 0 et d'une autre
restant bornée (f est continue donc bornée sur le segment [a; b], et sin aussi évidemment).
Le second terme vaut

−1

λ

∫ b

a

f ′(t) sin(λt)dt

qui tend vers 0 pour les mêmes raisons, l'intégrale restant bornée car∣∣∣∣∫ b

a

f ′(t) sin(λt)dt

∣∣∣∣ ⩽ ∫ b

a

|f ′(t) sin(λt)|dt ⩽
∫ b

a

|f ′(t)|dt

2. (a) Exprimer, pour tout t ∈ R, cos
t

2
cos(kt) en fonction de cos

(
2k + 1

2
t

)
et cos

(
2k − 1

2
t

)
.

Réponse : On utilise l'égalité

cos a cos b =
1

2
(cos(a+ b) + cos(a− b))

en l'appliquant aux réels
t

2
et kt :

cos
t

2
cos(kt) =

1

2

(
cos

(
2k + 1

2
t

)
+ cos

(
2k − 1

2
t

))
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(b) En déduire que :

∀t ∈ [0, 1], ∀n ∈ N∗, cos
t

2

n∑
k=1

(−1)k cos(kt) =
1

2

(
(−1)n cos

(
2n+ 1

2
t

)
− cos

t

2

)
Réponse : On calcule :

cos
t

2

n∑
k=1

(−1)k cos(kt) =
n∑

k=1

(−1)k cos
t

2
cos(kt) =

n∑
k=1

(−1)k

2

(
cos

(
2k + 1

2
t

)
+ cos

(
2k − 1

2
t

))

=
1

2

n∑
k=1

(−1)k cos

(
2k + 1

2
t

)
+

1

2

n∑
k=1

(−1)k cos

(
2k − 1

2
t

)

=
1

2

n∑
k=1

(−1)k cos

(
2k + 1

2
t

)
+

1

2

n−1∑
j=0

(−1)j+1 cos

(
2j + 1

2
t

)
=

1

2
(−1)n cos

(
2n+ 1

2
t

)
− 1

2
cos

t

2

On a utilisé le changement d'indice k = j + 1 et un télescopage dans l'avant-dernière égalité.

(c) Montrer alors que :

∀n ∈ N∗,
n∑

k=1

uk = (−1)n
∫ x

0

cos

(
2n+ 1

2
t

)
2 cos

t

2

dt− 1

2

Réponse : On observe que pour t ∈ [0; 1], on a cos
t

2
̸= 0. On peut donc diviser par ce nombre

et on trouve que

∀t ∈ [0; 1] ,
n∑

k=1

(−1)k cos(kt) =
1

2
(−1)n

cos

(
2n+ 1

2
t

)
cos

t

2

− 1

2

En intégrant entre 0 et 1 et par linéarité de l'intégrale, on obtient que

n∑
k=1

(−1)k
∫ 1

0

cos(kt)dt = (−1)n
∫ 1

0

cos

(
2n+ 1

2
t

)
2 cos

t

2

dt−1

2

∫ 1

0

dt = (−1)n
∫ 1

0

cos

(
2n+ 1

2
t

)
2 cos

t

2

dt−1

2

Mais par ailleurs, pour k ⩾ 1 :

(−1)k
∫ 1

0

cos(kt)dt =
(−1)k

k
[sin(kt)]10 = (−1)k

sin k

k
= uk

Si bien que �nalement :

n∑
k=1

uk = (−1)n
∫ 1

0

cos

(
2n+ 1

2
t

)
2 cos

t

2

dt− 1

2

3. En déduire que la série de terme général un converge et que :

+∞∑
n=1

(−1)n
sinn

n
= −1

2

4



Réponse : On déduit de la question précédente que

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

uk −
(
−1

2

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
∫ 1

0

cos

(
2n+ 1

2
t

)
2 cos

t

2

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
La fonction g : t 7→ 1

2 cos
t

2

est de classe C1 sur [0; 1]. La première question donne :

∫ 1

0

g(t) cos(λt)dt →
λ→+∞

0, donc

∫ 1

0

g(t) cos

(
2n+ 1

2
t

)
dt → 0. Or

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

uk −
(
−1

2

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫ 1

0

g(t) cos

(
2n+ 1

2
t

)
dt

∣∣∣∣→ 0

Ce qui veut exactement dire que
n∑

k=1

uk → −1

2
. D'où la conclusion.

Exercice 2 : extrait d'un sujet E3A
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