PCSI 2 Lycée Champollion 2024-2025

Sujet de fin d’année

Ce sujet d’étude est constitué de trois exercices indépendants, assez représentatifs de ce qu’on peut
trouver & des concours comme CCINP ou E3A sur les thémes des espaces préhilbertiens et des séries.

Exercice 1 : Un produit scalaire sur les polynémes
On considére lapplication ¢ de Ry[X] x R;[X] dans R définie, pour (P, Q) € Ry[X] x Ry[X], par

o(P.Q) = / P(O)Q(1)dt
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Par exemple, si P = X + 1 et Q = X, alors ¢(P, Q) = / (t 4 1)tdt =
0

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R;[X].
Pour alléger les notations, on notera désormais (P, ) au lieu de ¢(P, Q). La norme associée a ce
produit scalaire sera notée ||.||. On a donc, pour P € R,[X], ||P|| = /(P, P).

2. Dans cette question, on se propose de montrer qu’il existe un unique polynéme Py € R;[X] tel que
VP e R{[X], (P, P) = P(0).

On distinguera bien Py, qui est un polynéome, de la valeur P(0) de P en 0.
(a) Soit P, fixé dans R;[X]. Montrer que I'égalité (P, Py) est vérifiée pour tout polynéome P de
R, [X] si et seulement si elle est vérifiée pour les deux polynoémes P =1 et P = X.
(b) On pose Py = agX + by avec (ag, by) € R Calculer (1, Py) et (X, ). En déduire que (P, Py) =
L+b =1
B4 =0
(c) Conclure qu’il existe un unique polynome Py de R;[X], que I'on explicitera, tel que

VP eRi[X], (P, P) = P(0)

P(0) pour tout polynome P € R;[X] si et seulement si

3. On désigne par S ensemble des polynomes de R [X] tels que || P|| = 1. On se propose de déterminer
la valeur maximale de P(0) lorsque P décrit S par deux méthodes différentes.

(a) Premiére méthode

On pose P, = 1.
i. Montrer que ||P|| = 1.
ii. Déterminer un polynéme P, de R;[X] tel que (P, P) soit une base orthonormale de R;[X].
iii. Montrer que les éléments de S sont exactement les polyndémes de la forme cos(f)P; +
sin(f) Py, ou 6 décrit R.
iv. Si P = cos(#) P, + sin(6) P, déterminer deux réels A et 6y indépendants de 6 et tels que
P(0) = Acos(6 — 6y) pour tout réel 6.
v. En déduire la valeur maximale prise par P(0) lorsque P décrit S.

(b) Deuxiéme méthode

i. Rappeler I'énoncé de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et préciser les cas ou cette inégalité est
une égalité.
ii. En utilisant le résultat obtenu dans la question 2, montrer que

vPeS, P0) <R

iii. Déterminer un polynéme P de S tel que P(0) = || Fo||.
iv. Retrouver ainsi d’une seconde maniére la valeur maximale prise par P(0) lorsque P décrit

S.



Exercice 2 : extrait d’un sujet E3A On considére I'équation différentielle

(E) ¥ +y=v
ou v est la fonction définie sur R, 27-périodique et impaire telle que :
Vt € [O;g} u(t) =t et Vte [g;w} u(t) =71 —t.

1. Représenter graphiquement la fonction v sur Uintervalle [—27; 27].
On note C(R) lensemble des fonctions continues sur R et E 'ensemble des fonctions de C(R) qui
sont 2m-périodiques et impaires.
Pour f et g des fonctions dans E, on note

(f,9) = /07r f(t)g(t)dt.

Pour n € N*, on définit

$p : t € R +— sin(nt)
Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de C(R).
Démontrer que (.,.) est un produit scalaire sur E.
Démontrer que (S, )nen+ est une famille orthogonale de E.
Démontrer que (v, s1) = 2 et (s1,51) = 3.
Calculer (v, sq).
Déterminer le projeté orthogonal vy de v sur Vect(sy, s9).

Résoudre sur R I'équation différentielle y' 4+ y = sin.

© NS T W N

Résoudre sur R 'équation différentielle y' 4+ y = vy. Déterminer la solution qui s’annule en 0.

Exercice 3 : calcul de la somme d’une série

" sinn
est conver-

On se propose dans cet exercice de montrer que la série de terme général u,, = (—1)
n

gente et de calculer sa somme.
1. Montrer que si f € C([a,b]), alors :

lim /bf(t) cos(At)dt = 0.
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2. (a) Exprimer, pour tout ¢t € R, cos 3 cos(kt) en fonction de cos ( 2+ t) et cos ( 5 t).
(b) En déduire que :
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(c) Montrer alors que :
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n xcos( 5 t) 1
Vn € N*, Zuk:(—l)”/ dt — -
k=1 0
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3. En déduire que la série de terme général u,, converge et que :
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