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Chapitre 1

Logique et raisonnements

I Assertions

Définition 1.1. On appelle assertion (ou proposition) une phrase qui est soit vraie soit fausse (et pas
les deux).

Une assertion peut dépendre d’une variable z, et on la note alors A(x).

On dit que deuz assertions A et B sont équivalentes, ce que 'on note A = B, si elles ont toujours la
meme valeur de vérité.

Exemples 1.2. — 2 est plus petit que 3”7 est une assertion vraie ;
— b est plus grand que 3”7 est une assertion fausse ;
— lassertion A(x) =“c est un nombre premier” dépend de x : elle est vraie si x = 2 et fausse si x = 10

par exemple.

Définition 1.3. St A et B sont deux assertions, on définit les assertions suivantes :
1. (non A) : qui est vraie si A est fausse, et fausse sinon, qu’on appelle la négation, notée —A ;

2. (A ou B) : qui est vraie si l'une des deux assertions est vraie, et fausse sinon, qu’on appelle la
disjonction, notée AV B ;

3. (A et B) : qui est vraie si les deuz assertions sont vraies, et fausse sinon, qu’on appelle la conjonc-
tion, notée AN B.
Exemples 1.4. St A =“n est un multiple de 2”7 et B =“n est un multiple de 37, alors :
1. (non A)="n est impair”
2. (A ou B)=*n est divisible soit par 2, soit par 3”
3. (A et B)="n est un multiple de 6” (par théoréme de Gauss)

Définition 1.5. On appelle table de vérité d’une assertion le tableau donnant sa valeur de vérité en
fonction de celles des assertions utilisées pour la construire.

Exemples 1.6. La négation, la disjonction et la conjonction ont pour tables de vérité :

|A|B|AouB| |A|B|AetB]
A | non A vVIiv] Vv viv] v
V] F V| F v VIF| F
F| VvV Flv] Vv Fl|V] F
F|F| F F|F| F

Propriété 1.7. Si A, B,C sont des assertions, on a les propriétés suivantes :
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1. non(non A) = A;

2. (AetB)etC=Acet(BetC);

3. (AouB) ouC=Aou(BoulC);

4. Aet(BouC)=(AcetB) ou(AetC);
5. Aou(BetC)= (A ouB) et (AouC);
6. non(A et B) = [(non A) ou (non B)];

7. non(A ou B) = [(non A) et (non B)].

Démonstration. Par exemple, montrons la derniere. On procede par table de vérité :

| A| B[ AouB|non(AouB)|non A|nonB] (non A) et (non B) |

oSS
B3] IS Re] e
B3| IS S{ e
<| ===
<| <= ™=
</ <|™
<| ===

II Quantificateurs

Définition I1.1. Soit A(x) une assertion dépendant de x, qui décrit un ensemble E :

1. Si, lorsque x décrit E, A(x) est toujours vraie, on écrit :
Ve € E, A(x)

qu’on lit “quel que soit x appartenant o E, A(x)”. C’est le quantificateur universel.

2. Sl existe x dans E tel que A(x) est vraie, on écrit :
dr € E, A(x)
qu’on lit “il existe x appartenant a E tel que A(x)”. C’est le quantificateur existentiel.

Propriété I1.2. Avec les mémes notations, on a :
1. non(Vx € E, A(x)) =3z € E, (non A(x)) ;
2. non(dx € E, A(z)) =Vz € E, (non A(z));

Remarques 11.3. 1. Sl existe un unique x pour lequel A(x) est vrai, on écrit : w € E, A(z).

2. L’ordre des quantificateurs est importante. Par exemple les assertions :
Ve e E, Jye€ E, A(z,y)] et [Fy€ E, Vo € E, A(z,y)]
ne sont pas les mémes : dans la premiére, y dépend de x ; dans la seconde, y est indépendant de x.

Exemples I1.4. 1. L’assertion :
VneN, dneN, n<m

veut dire que : pour tout entier naturel n, il existe un entier naturel m tel que n < m. FElle est
vraie : pour n fizé, l'entier m =n + 1 convient.
2. L’assertion :

dJneN, VneN, n<m

veut dire que : il existe un entier naturel m tel que, pour tout entier naturel m, n < m. FElle est
fausse : st n = m par exemple, on ne pourra avoir n < m.
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IIT Implications, réciproques, contraposées et équivalences

Définition III.1. Soient A, B sont deux assertions.

1. si, dés que A est vraie, alors B est ausst vraie : on dit que A implique B, que l'on note A = B
ou B < A et que l'on lit “si A alors B”; on dit alors que : A est une condition suffisante pour
B, ou que B est une condition nécessaire pour A.

2. si A implique B et que B implique A : on dit que A est équivalent a B, que l’'on note A < B ou
B < A et que l'on lit “A si et seulement si B”; on dit alors que : A est une condition nécessaire
et suffisante pour B.

Les tables de vérités correspondantes sont :

A[B[A=B| [A|B[A&B]
ViV V VIV V
VIF F VIF F
FlV V FlV F
F|F Vv F|F V
Exemples ITI.2. 1. sin est un entier, alors “n est un multiple de 6” est une condition suffisante, mais
non nécessaire, pour que n Soit pair.
2. si x est un réel, alors “x*> = 17 est une condition nécessaire, mais non suffisante, pour que x soit
égal a1 ;
3. si x est un réel, les assertions “x® = —17 et “c = —17 sont équivalentes.
Proposition II1.3. Si A, B sont deux assertions, alors :
1. (A= B)=[(non A) ou B];
2. [non (A= B)]=[A et (non B)|;
3. (A< B)=(A et B) ou ((non A) et (non B)) ;
4. non (A< B) = (A et (non B)) ou ((non A) et B).
Démonstration. Par tables de vérité. ]

Proposition-Définition I11.4. Si A et B sont deux assertions :

1. on appelle réciproque de l'implication A = B ["implication B = A : il n’y a pas de lien de vérité
entre une implication et sa réciproque ;

2. on appelle contraposée de l'implication A = B l'implication (non B) = (non A) : une implication
et sa contraposée ont méme valeur de vérité, elles sont équivalentes.

Démonstration.

A | non B | non A [ (non B) = (non A4) |

=
V
F
V
|4

<= << 4
<= <=
<<=~
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IV Méthodes de raisonnements

IV.1 Raisonnement par déduction

Propriété IV.1. Pour montrer l'implication A = B, on peut supposer que A est vraie et montrer alors que
B est vraie.

Pour montrer ’équivalence A < B, on peut montrer séparément que les implications A = B et B = A
sont vraies.

Pour prouver que A et B, on montre séparément que A et B sont vraies.

Pour prouver que A ou B, on peut supposer que A est fausse, et montrer alors que B est vraie.
Exemples 1V.2.

1. L’utilisation d’exemple repose sur 'implication :
reFE et Alx)=3dv e B, Alx).
2. Un contre-exemple repose sur l'implication :

x € E et non A(x) = non(Vx € E, A(z)).

IV.2 Raisonnement par disjonction de cas

Propriété IV.3. Lorsqu’une assertion A(x) dépend d’une variable x qui prend des valeurs dans E ou dans
F, pour montrer que A(x) est vraie, on peut montrer que :

1. A(z) est vraie pour x décrivant E ;

2. A(z) est vraie pour x décrivant F'.

Remarque IV.4. Les raisonnements par tables de vérités sont des raisonnements par disjonction de cas.

n(n+1)

3 est un entier.

Exemple IV.5. Montrer que, pour tout entier naturel n, le nombre

IV.3 Raisonnement par contraposition

Propriété IV.6. Pour montrer l’implication A = B, on peut montrer sa contraposée (non B) = (non A).
On peut donc supposer que B est fausse, et montrer alors que A est fausse.

Exemple IV.7. Montrer que si n est un entier tel que n? est pair, alors n est pair.

IV.4 Raisonnement par ’absurde

Propriété IV.8. Pour montrer qu’une assertion est vraie, on peut montrer qu’elle n’est pas fausse. Pour
cela, on suppose que l’assertion est fausse, et on cherche a aboutir a une contradiction, ou a une assertion
dont on sait qu’elle est fausse.

Remarque IV.9. Beaucoup de raisonnements par l’absurde peuvent étre remplacés par des raisonnements
par contraposition (et inversement).

Exemples IV.10. Montrer que :
1. V2 est wrrationnel ;

2. Montrer que sim est un entier tel que n? est pair, alors n est pair.



IV. METHODES DE RAISONNEMENTS

IV.5 Raisonnement par analyse-synthese

Propriété IV.11. Pour montrer qu’un probléme admet une unique solution, on peut procéder en deux

temps :

— l'analyse :

— la synthése : on regarde, parmi les solutions possibles de l’analyse, lesquelles sont bien des solutions.

qui Téduit les solutions possibles) ;

Exemple IV.12. Résoudre dans R [’équation : /x + 2 = x.

1.

2. syntheése : \Jx1+2=1%# —1=1x1 et \/xa+ 2 =2 = x4y, donc l'unique solution au probleme est 2.

Exemple IV.13. Montrer que toute fonction réelle définie sur R s’écrit de maniére unique comme somme

analyse : on a les implications :

Vi+2=or=a2+2=2’=22—-2-2=0

et on arrive donc a un trinome du second degré que l'on sait résoudre. On a A =1+ 8 =9 = 32,

donc les solutions possibles sont x1 = % =—1etay = % = 2.

d’une fonction paire et d’une fonction impaire.
Soit f: R — R.

1.

analyse : on suppose qu’il existe deux fonctions g,h : R — R telles que : g est paire, h est impaire

et f=g+h. SizelR, ona ainsi:

donc g(x) et h(x) sont solutions du systéme :

{g(l’) + Wx) = f(2)
glx) — hz) = f(==)

En prenant la somme et la différence des deux lignes du systéeme, on trouve :

f@) + f(=x) f(z) = f(==)

i et h(zx) = i

g(z) =

donc nécessairement g et h sont définies par les formules ci-dessus.

synthese : considérons g, h définies par les formules ci-dessus. Alors, si x € R, on a :
— g(—2) = f(*w)ﬂ;(f(fx)) _ f(f:v);f(x) = g(z), donc g est paire ;

— h(—z) = f(fx)ﬂ;(*(fx)) = f(fx);f(x) = —h(x), donc h est impaire ;
— g(x)+ h(z) = f(w)+f(*I)J2rf(x)ff(*w) = f(x), donc f =g+ h.

Ce qui montre bien lexistence et 'unicité d’une telle écriture.

IV.6 Raisonnement par récurrence

Théoréme IV.14 (récurrence simple). Soit A(n) une assertion dépendant de n décrivant N. On suppose

que :

— A(0) est vraie;
— pour tout n € N : A(n) = A(n+1).
Alors A(n) est vraie pour tout n € N.

on montre qu’une hypothétique solution est nécessairement d’une certaine forme (ce
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Théoréme IV.15 (récurrence d’ordre k). Soit A(n) une assertion dépendant de n décrivant N, et k € N*.
On suppose que :

— A(0),A(1),..., A(k — 1) sont vraies;

— pour toutn € N : (Aln—k+1) et Aln—k+2) et ... et A(n)) = A(n+1).
Alors A(n) est vraie pour tout n € N.

Théoréme IV.16 (récurrence forte). Soit A(n) une assertion dépendant de n décrivant N. On suppose que :
— A(0) est vraie;
— pour tout n € N : (A(0) et A(1) et ... et A(n)) = A(n+1).

Alors A(n) est vraie pour tout n € N.

Exemple IV.17. Montrons par récurrence que pour tout n € N : Y7 k? = w.

— nitialisation : sin =0, on a :

nn+D2n+1) =,
; fOka.

k=0

_n(n+1)2n+1)

— hérédité : supposons que, pour un certain n € N, on ait Y ,_ k* = . Alors :

n(n+1)(2n+1)

ok? = Yok +(n+1)7 = ; +(n+1)
1)(2n +1 1)2 1
_ et )6(n+ >+6(n2 ) :TL‘GI— [n(2n + 1) +6(n + 1)]

1
- ”g (202 + Tn + 6) =

m+1Dn+1+1)2n+1)+1)
6

(n+1)(n+2)(2n +3)

d’ou la récurrence.

Exemple IV.18. On montrera, avec un récurrence forte que tout entier naturel non nul s’écrit de maniére
unique comme produit de nombres premiers.



Chapitre 2

Rappels et compléments de calculs

I Les ensembles de nombres usuels

Définition I.1. On définit les ensembles de nombres suivants :
1. N={0,1,2,...} l’ensemble des entiers naturels;
2. Z=NU-N={...,-2,-1,0,1,2,...} l'ensemble des entiers relatifs;
3. Q= {g |p,q € Z, q # 0} l'ensemble des rationnels ;

4. R l’ensemble des abscisses d’une droite graduée, [’ensemble des réels;
5. C I’ensemble nombres de la forme a +ib ot a,b € R et i®> = —1, l’ensemble des complexes

Et on note N*, Z*, Q*, R*, C* les mémes ensembles privés de 0.
L’ensemble R\ Q est appelé l'ensemble des irrationnels.

Remarque 1.2. On considére parfois aussi l’ensemble D des nombres décimaux : D = {H)Lm |n,m € Z}.

Proposition 1.3. On a les inclusions :

NcZcDhDcQcRcC

et ces inclusions sont strictes.
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II Intervalles et inégalités dans R
Définition IL.1. Sia,b € R, on définit le segment [a;b] comme :
la;b) = {z € R|a <z < b}.
On dit qu’un ensemble non vide I de R est un intervalle s’il vérifie que :
Va,be I, [a;b] C 1.
Remarque I1.2. Cela revient a dire qu’un intervalle contient tous les réels entre ses éléments.

Exemples I1.3.

1. sia € R, l’ensemble I = {a} est un intervalle : il est non vide, et si a,b € I, et x € [a;b], alors
a=0"betainsi:a<z<a, doncx=a appartient bien a I ;

2. tout segment est un intervalle : si I = [a;b] et o', € I alors :
reldiV]=d<r<b=a<d<z<V<b=a<z<b=>zel

3. N n’est pas un intervalle car : 0 € N et 1 € N mais % € [0;1] n'est pas dans N, donc on n’a pas
Uinclusion [0;1] C N.

Proposition I1.4. Tout intervalle non vide de R est d’une (et une seule) des formes suivantes, ot a,b
désignent des réels tels que a < b :

1. {a};

2. la;b) ={r eR|a <z <b};
3. [a;b[={x €eR|a <z <b};
4. Ja;bl ={z eRla <z <b};
5. Ja;bl={r e Rla <z <b};
6. [a;+oo[={z €R|a <z},

7. Ja;+oo[={z € Rla < z};

8. | —o0;b ={zr eR|z <b};
9. | —o0;b[={z € R|x < b};
10. R

Définition I1.5. Les intervalles précédents définis par des inégalités strictes sont appelés des intervalles
ouverts.

Plus généralement, si I est un intervalle, on appelle intérieur de I, noté I, l'intervalle I privé de ses
bornes.

Remarque I1.6. Prendre ['intérieur, c’est “ouvrir” lintervalle : I est le pus grand intervalle ouvert inclus
dans I.

Proposition-Définition I1.7. Un ensemble non vide I de R est dit convexe si :
Va,be I, Vt € [0;1], ta+ (1 —t)b e I.
Les parties convexes de R sont exactement les intervalles.

Démonstration. Soit I un ensemble de R
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1. si I est un intervalle : soient a,b € I avec a < b, et t € [0;1]; et posons z = ta + (1 — ¢)b. Alors :

r—a=(1—-t)(b—a)>0
{ b—xz=tb—a)>0

donc a < x <b, donc x € I (comme [ intervalle), donc I est convexe.

Si a > b, on se ramene au cas précédent en posant ' =1 —t € [0; 1], et alors x = b+ (1 — t')a avec
b <a.

2. si I est convexe : soient a,be€ [ et z € R tel que a <z < b.
Sia > b:un tel x n’existe pas, donc il n’y a rien a dire.
Sia=0b,alorsa=b=ux,doncx € I.
) - xr—a ab — ax + bx — ab
Sia < b, posonst = ——, de sorte que 1—t = .Onaalors: ta+(1—t)b = =
; b—a —a b—a
Ig)—_a)::c. Maisa < x <b,donc 0<z—a<b—aetainsi: 0 < z—a =(1—-1t) <1.Et ainsi
(1 —t) (et donc t) sont dans [0;1]. Par convexité de I, on a donc x = ta + (1 —t)b € I. Donc I est
un intervalle.

]

III Racines et puissances

Définition IIL.1. Si x > 0, on appelle sa racine carrée, notée \/z, comme l'unique réel positif ou nul
dont le carré vaut x.

T stx >0

2 _ (.2 7 _
Remarque II1.2. Comme x* = (—x)?, alors Vx { e siz<0

Proposition II1.3. Soient x,y positifs. Alors :

VTY = VY et\/j:— (siy #0).
vy y oV
Démonstration. Par définition, on a \/z, \/y sont positifs, donc leur produit aussi. Et :

2
(Vevy) = (Vo) (Vy)? = zy
d’ou la premiere égalité. On procede de méme pour le quotient. O

Remarques II1.4.
1. on wutilise les carrés parfaits pour simplifier les racines : 1,4,9,16,25,36,...,289,324,361,... ;
2. on évite de garder des racines au dénominateur dans un quotient. On simplifie une fraction en

multipliant par \/a, v/a — Vb ou \/a + Vb pour les faire disparaitre.

Exemples III.5.
1. V180 = /36 x 5 = 65 ;

2\/3_@_
V5 57

1 VI1+V3

=7 .
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Définition I11.6. Si x € R et n € N, on note :

Six#0 etne€Z_, on note :

et ces formules restent valables pour n,m € Z si x,y # 0.

IV  Manipuler des égalités et des inégalités

Proposition IV.1. Sia,b € R, alors :

1. sic#0 :a=>b si, et seulement si, ac = bc;

2. sia=0b, alors a* =1?;

3. ab= 0 si, et seulement si, a =0 ou b=0;

4. pour tout fonction f définie en a etb : si a =b, alors f(a) = f(b).
Remarque IV.2. La derniére proposition n’est en général pas une équivalence. Par exemple, pour une
fonction constante, ’égalité f(a) = f(b) est vérifiée peu importe la valeur de a et b.

De maniére moins extréme, on verra que : cos(a) = cos(b) & a = +b+ 2kn, k € Z.
On a une équivalence si tout élément possede au plus un antécédent par f, comme dans [’exemple qui suit.

Exemple IV.3. Soit a,b € R. Montrons que a = b < e = e’ :

— sia="b : alors en appliquant la fonction exp : e® = €’ ;

— si e = e’ : alors en appliquant la fonction In : In(e®) = In(e®), c’est-a-dire a = b.
Ce qui montre ’équivalence voulue.

Proposition IV.4. La relation < est compatible avec ['addition et la multiplication de la maniére suivante :
1. sia,byec,deR :(a<betc<d)=a+b<c+d;
2. sia,b,ceR avecc>0 :a<b= ac<bc;
3. sia,bceR avecc <0 :a<b=bc<ac;
4. siabyc,deR:(0<a<betl<c<d) =0<ac<bd.

Remarque IV.5. On ne divise ni ne soustrait des inégalités. On se ramene a des additions ou des multi-
plications en utilisant :

—sia,beR :a<bs —b< —a;
1 1
— st a,b € R* sont de méme signe .'a§b<:>g§—.
a

Exemple IV.6. Supposons que a € [1;4] et b € [1/2;3]. Alors :
1. -3<—=b< —1/2donc : —2<a—b< %
2. l<l<2donc:%§%§8.
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Proposition IV.7. Si a,b € R, alors :
— ab > 0 si, et seulement si, a et b sont non nuls de méme signe ;
— st ab < 0 si, et seulement si, a et b sont non nuls de signes opposés.

Démonstration. Par disjonction de cas. O
Proposition IV.8. Si ay,...,a, sont des réels de méme signe, alors :
ai+--t+a,=0a; == a,.

Démonstration. On montre séparément les deux implications :
<= siap=---=a, =0, alors on a biena; +---+a, =0;
= Quitte a tout multiplier par —1 on peut supposer que les a; sont positifs ou nuls.
Raisonnons par contraposée : on suppose que I'un des a; est non nul, c¢’est-a-dire qu’il existe ig €
[1;n] tel que a;, > 0.
Mais comme tous les a; sont positifs ou nuls, alors :

a1+a2—|—~--+an2aio>0

donc a; + -+ -+ a, # 0.

V La valeur absolue

Définition V.1. Si x € R, on appelle valeur absolue de x, notée || le réel :

T stx >0
|z| =

—x stx <0

Remarques V.2. 1. Une valeur absolue est toujours positive ou nulle.

2. SixeR : —|z| <z <|z|, et l'une des deuz inégalités est une égalité.

Proposition V.3. Siz,y € R :
1. |x| = Va?;

2. jz|=0<2=0;

3. |lwyl = || x |y| et | = Tl (poury #0);

|y

ozl =yle =y (@=your=—y);

x‘ 2]

bzl <ye —y<z<yet|lzr|>ysr>your < —y.

Démonstration.
1. déja vu avec les racines;
2. clair;
3. découle du 1.;
4. parle 1., on a déja : |z| = |y| & Va2 = /y?
— si Va2 = \/y? : en élevant au carré, on a : ¥ = y?;
— si 22 = y? : en prenant la racine carrée, on a : Va2 = /y2.
ce qui donne déja que |z| = |y| & 2% = y*. Et on utilise enfin que :

r=1Yy

x2:y2@x2—y2:0@(x—y)(x+y):0@{ our——y
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5. On procede par disjonction de cas :
— six >0 : alors |z| = = et donc :

t<yei<zr<yse —y<0<zr<yes -y<z<y.
— siz <0:alors |z| = —2 et donc :

7| <ye0<-r<ye y<r<0e -—y<rly.

Remarques V.4.

1. siy <0, alors les équivalences sont triviales (dans le sens ou elles sont non seulement évidentes,
mais qu’en plus elles n’apportent rien comme information) :
— linégalité |z| < y sera toujours fausse, de méme que l'inégalité —y < x <y (car elle impliquerait
que —y <y, qui est évidemment fausse);
— linégalité |z| > y sera toujours vraie, comme le fait que x >y ou que x < —y. On a en effet :

>y & 1z €ly;+oo]
r< -y & z € o0~y

et l'union de ces deux intervalles forme bien toute la droite des réels.
2. Siy>0,onaméme: x| <y r?<y?et|r]<yer? <yt
Corollaire V.5. Sia,b € R avec b > 0, l'ensemble des réels x tels que |x—a| < b est le segment [a—b; a+b].
Définition V.6. Si z,y € R, la quantité |x — y| est appelée distance entre z et y.
Remarque V.7. L’intervalle [a — b;a + b] correspond a ’ensemble des réels a distance au plus b de a.
Théoréme V.8 (Inégalité triangulaire). Si z,y € R, alors :
1oz +yl < o[+ yl;
2. |zl =yl < |z —yl.
De plus, il y a égalité dans les deux cas si, et seulement si, x et y sont de méme signe.
Démonstration. 1. On utilise que —|z| <z < |z| et —|y| <y <|y|.
Done : — (|2 + |y]) < w +y < ||+ |y.
Dot : |z +y| < [z[ + |yl.

2. On utilise I'inégalité précédente :
[ =[(z —y) +yl < |z —y|+ |yl

done [z] — Jy| < [z —y].
En échangeant les roles de z et y, on trouve : |y| — |z| < |y — x| = |z — y].
Donc : —|z —y| <[z — [y < |z —yl.
Et ainsi : ||z| — |y|| < |z + y|.
Pour les égalités, on a :

@+ yl = |z] + 1yl & (2 +9)* = (|2l + [y])* & ay = |a] x |y = |2y| & xy > 0.

o] =yl = o =yl & (2] = [y))* < (2 — 9)* & oyl = 2y & 2y 2 0

Dans un cas comme dans 'autre, on a égalité si, et seulement si, xy > 0, c¢’est-a-dire si, et seulement si, x
et y sont de méme signe. O]
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Corollaire V.9. Si xq,...,x, sont des réels, alors :
n

>
k=1

avec €galité si, et seulement si, tous les x; sont de méme signe.

:|$1+$2+"'+$n|§|$1|+’$2|+"'+|$n|22|$k’
k=1

Démonstration. Par récurrence. O

Proposition V.10. La fonction x — || a pour courbe représentative :

5 -4 -3 —2 10/ 1 2 3 4 5

VI La partie entiere

Théoreme-Définition VI.1. Si x € R, il existe un unique n € Z tel que n < x <n + 1.
L’entier n est appelé la partie entiére de x, et est notée |x].

Démonstration. Voir dans un autre chapitre. O
Proposition VI.2. Six € R et n € Z, alors n = |x| si, et seulement si : x —1 <n < x.
Démonstration. Découle de la définition, en notant que : x — 1 <n <z <n+ 1. m

Remarque V1.3. La partie entiére se lit bien sur les décimales pour les nombres positifs : |1,32| =1
mais |—1,32] = —2.

Exemple VI.4. Sin € N* avec n > 2, alors : (n+ %)2 =n’+2+ .
Donc :n?>+2< (n+%)2 <n?+3.

Et ainsi : L(n + %)ZJ =n?+2.

Proposition VI.5. Siz € R et n € N, alors : |[x +n| =n+ [z].
Démonstration. Par définition de |x|, on a: |z] <z < |[z] + 1.
Dong, en rajoutant n: |z| +n <z +n < |z] +n+ L.

Et, comme |z | 4+ n est un entier, on a bien le résultat voulu. ]

Proposition VI.6. La fonction x — |x| a pour courbe représentative :
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VII Techniques de résolutions d’équations et d’inéquations

Exemple VIL1. Résolution de l’équation v = v/z + 1.

A cause de la racine, on cherche les solution dans [—1;+oo[. Mais, comme on doit avoir x = /z + 1,
alors x aussi doit étre positif. On cherche donc les solutions dans [0; +o00[= R, .

Pour x € Ry, on a l’équivalence :

T = x+1<:>x2:\/x+12:x+1

donc on souhaite résoudre dans R, 1’équation 2> —x — 1 = 0.
On a une équation du second degré de discriminant A = 1 —4 . (=1)-1 = 5. Donc les racines sont

1+5 1-+5
5 = .

et o 5

On a bien que x1 > 0, mais o < 0 n'est pas solution : donc l’équation admet pour unique solution

1++/5

Xr1 — 5 .

I =

Exemple VIL.2. Résolution de I’équation 22* + 2zy — 2z + y*> +1 = 0.
Ona:y?*+2zy+2*=y+z)Peta?—2r+1=(x—1)>%

Donc l'équation est équivalente o : (y + x)* + (x — 1)? = 0.

Comme un carré (de réel) est positif, on a donc :

<y+x>2+<x_1>2:o@{ O @{y:w_;i_l

donc lunique solution est (x,y) = (1,—1).

Exemple VIL.3. Résolution de l'inéquation v/x — 1 < /222 — 5.
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On a l’équivalence :

Ve—1<vV22-5a0<x—-1<222-5

On traite séparément les deux inéquations :
—0<z—-1r>1sxe(l;+oo[=5;
— 2 —-1<222 -5 0< 2222 —4 : on reconnait un trinome du second degré, de coefficient
dominant positif, qui est donc positif a l'extérieur de ses racines.

1++/33 1-+/33
4

et 1o = ———. Donc la deuxieme inéquation a pour ensemble

Ses racines sont r; = 1

solution Sy =] — 00; l_ﬁ] U [Hﬁ; +o0l.

Comme %ﬁ <1 et que %ﬁ > 1, on déduit que l’équation admet pour ensemble solution :

1 33
SlﬂSQZ %_,—i—oo[

Exemple VIL.4. Résolution de l'inéquation |z — 1| < |2z — 3|.
Par propriétés des valeurs absolues, on a les équivalences :

lz—1] < |22-3| & (2—1)* < (22-3)* & 0 < (z—2)(32—4) & 0 < 3(2—2)(z—4/3) & = €]—o0; %]U[Q; +00].

ou, pour la derniére équivalence, on reconnait a nouveau un trinome du second degré, de coefficient domi-
nant positif, dont les racines sont % et 2.

Et donc ’ensemble solution est : | — 0o; §] U [2; 400].

Autre méthode : on peut procéder par disjonction de cas pour éliminer les racines. On trouve alors les
solutions selon les valeurs de x :

3 3
~ .1 1.2 hd
, |~ 0.1 1.2 2 vl
|z — 1] l—x r—1 r—1
122 — 3] 3—2 3—2 2 —3
-1 <2z —-3||1l-2<3—-2zx|0—-1<3-2z|zx—-1<2x-3
4
S <2 <:>:L'§§ S x> 2
4
S Sl :]_0071] 52: [1’5] S3: [27+OO[
4
Et on trouwve finalement que : S = S; U Sy U S =] —oo;g]U[Q; +00].

Exemple VIL5. Résolution de I’équation [% —2z+4 3 =-1.
L’équation est équivalente a ['inéquation :

x? )
—1<——-2r+-<0
-3 3
dont on résout séparément les deux parties :
— on procede par équivalences :

—1<Z —23+3 & -3<a2’—6x+5
&S 0<22—6x+8

On a donc un trinéme du second degré, de coefficient dominant positif, de discriminant A = 4 = 22,

6 —2 6+ 2
dont les racines sont : —— = 2 et +

= 4. Donc finalement la premiére inégalité est vérifiée

pour x €] — 00; 2] U [4; +00].
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— on raisonne de la méme maniére :
2
T-2r+2<0 & 2*—6x+5<0

On a encore un trinome du second degré, de coefficient dominant positif, de discriminant A = 16 =

6—4 6+4
4% dont les racines sont : —5 = 1 et i

= 5. Donc finalement la seconde inégalité est vérifiée

pour x €]1;5].
Donc ’ensemble solution de l’équation est :

(] = 0035 2] U [4; +oo[) NJ1; 5[=]1; 2] U [4; 5].



Chapitre 3

Rappels et compléments sur les fonctions
numeériques

I Généralités sur les fonctions

I.1 Domaine de définition

Définition 1.1. Si D est une partie non vide de R, fonction numérique f définie sur D est la donnée
pour tout élément x d’un unique réel noté f(x).
L’ensemble D est appelé domaine de définition.

On notera alors : f : { 1; : fI(Ei) :

Remarque 1.2. En général, une fonction sera donnée par une formule : auquel cas, son domaine de défi-
nition est la ou la formule a bien un sens.

Exemple 1.3. Considérons la fonction définie par f(x) = v4 — x2.
Alors la formule f(x) n'a de sens que lorsque 4 — x* > 0, c’est-a-dire que Dy = [—2;2].

Définition 1.4. Si f est une fonction définie sur D, et A C D un sous-ensemble de D, on définit la
restriction de f a A comme la fonction notée f|4 définie sur A qui coincide avec f :

A —- R
U gy

Inversement, on dit que f est un prolongement de f|4.

Exemple 1.5. La fonction x — \/52 est la restriction de la fonction v — x a R,.

Définition 1.6. Si f est une fonction définie sur D et A est une partie de R, on dit que f est a valeurs
dans A si : pour tout x € D, f(x) € A.

D —- A . D - R
On notera alors [ : { v = f(x) au lieu de f : { v = f@)

Exemple 1.7. La fonction sin est a valeurs dans [—1;1]. Sa restriction a [0; 7] est a valeurs dans [0;1].

Définition 1.8. Soient f une fonction définie sur D et a valeurs dans A, et g une fonction définie sur A.
On dit alors que g et f sont composables, et on définit la composée de g et f comme la fonction notée
go f, définie sur D par :

D — R
9°f'{ r o g(f(z)

17
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Exemple 1.9. La fonction f : x + x*+1 définie sur R est a valeurs dans [1; +oo|. Donc elle est composable
avec la fonction g : v+ /x? —1. Et on a :

Vr eR, go f(x) =+ (22+1)2 —1=/2?(x2+2) = |z|Va?+ 2.

Proposition 1.10. Si f, g sont deux fonctions définies sur un méme ensemble D, alors on peut définir les
fonctions :

1. somme de f et g, notée f + g, définie par : f +93{Z : I?(:c)Jrg(x) "
D —- R

2. produit de [ ct g, notée fg, définie par : fg ‘{ v fla) xg(x)

On définit de méme, pour A € R, la fonction \f.
D

~ =

_>
Si g ne prend jamais de valeur nulle, on définit le quotient de f et g, notée i, par : s
g

f
i

T

Q

—~
8

~—

I.2 Graphes, images et antécédents

Définition I.11. Si f est une fonction définie sur D, et x € D, y € R tels que f(x) =y. On dit que :
1. y est l’'smage de x ;
2. x est un antécédent de y.
Remarque 1.12. Une image est unique, tandis qu’un réel peut avoir aucun, un, plusieurs ou une infinité
d’antécédents.
Exemple 1.13. On considére la fonction cos définie sur R. Alors :
1. l"image de 5 est 0 ;
2. les antécédents de O sont les 5 + km pour k € Z;
3. tout y tel que |y| > 1 n’a pas d’antécédent.

Définition 1.14. Si f est une fonction définie sur D, son graphe, ou sa représentation graphique, est
l’ensemble Cy défini par :

Cy ={(z, f(z)) |z € D}.
Remarque 1.15. Autrement dit, pour tout x,y € R, on a :
(,y) €CroxeDety= f()

donc, a abscisse donnée, il y a au plus un point sur le graphe.

3 3|
2,,
1,,
1 2 3 2
_2,,
_3 | _3

Pas un graphe. Un graphe.
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1.3 Fonctions bornées

Définition 1.16. On dit qu’une fonction f : D — R est magorée par M € R si :
VeeD, f(zr) <M

et on dit alors que M est un magorant de f.
On dit qu’elle est minorée par m si :
Ve e D, f(x) >m

et on dit alors que m est un minorant de f.
On dit enfin que f est bornée si elle est majorée et minorée.

Définition 1.17. On dit qu’une fonction f : D — R posséde un mazimum (resp. minimum) en v € D
si f(x) est un magjorant (resp. un minorant) de f.
On dit plus généralement que f a un extremum en x si elle atteint son mazrimum ou son minimum en x.

Exemples 1.18.
1. la fonction x — % est minorée (elle admet méme O pour minimum), mais n’est pas majorée ;
2. la fonction x — €® est minorée (par 0), mais non majorée ; et elle n’admet pas de minimum

3. la fonction x — sin(z) est bornée; elle admet 1 comme mazimum et —1 comme minimum, qui sont
respectivement atteints en tous les 5 + 2km et —5 + 2kw, pour k € Z.

Remarque 1.19. Graphiquement, cela se voit : la courbe de f est limitée en ordonnée (vers le haut, vers
le bas ou les deux).

D —- R
z = |f(z)]

Proposition 1.20. La fonction f : D — R est bornée si, et seulement si, la fonction |f] : {

est majorée.

Démonstration.
— si | f| est majorée par M : alors pour tout z € R, on a : |f(z)] < M, et donc : —M < f(z) < M,
donc f est bornée (minorée par —M et majorée par M) ;
— réciproquement : si f est minorée par m et majorée par M, alors : Vo € D, m < f(x) < M. Et

s {20

donc | f] est majorée par max(M, —m).

IAIN

I.4 Monotonie

Définition I.21 (Fonction monotone). Si f est définie sur D, on dit que f est :
1. eroissante si pour tous v,y € D :x <y = f(z) < f(y);
strictement croissante si pour tous x,y € D :x <y = f(z) < f(y);
décroissante si pour tous x,y € D :x <y = f(x) > f(y);
strictement décroissante si pour tous x,y € D : x <y = f(x) > f(y);

monotone si clle est croissante ou décroissante ;

S oA Lo e

strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement décroissante.

Exemples 1.22.

1. La fonction exp est croissante sur R.
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. 1 . .
2. La fonction x — — est décroissante sur R* et sur R : elle n’est en revanche pas décroissante sur
x
R* car :

1<1t1 1<1 !
—_ el — = — = —.
1 - 1

3. La fonction x +— 22 est :
— strictement décroissante sur R_ car :

x<y§0:>0§—y<—x:>0§y2<x2
— strictement croissante sur Ry car :
0<z<y=0<2*<y’

ot dans chaque cas on a multiplié par elle-méme une inégalité dont tous les termes étaient positifs
(ce qui est parfaitement licite).
Proposition 1.23. St f a pour graphe Cy, alors :
1. f est croissante si, et seulement si, Cy “monte” quand on va vers la droite ;

2. f est décroissante si, et seulement si, Cy “descend” quand on va vers la droite.
Remarque 1.24. La monotonie se comporte assez mal avec la somme, mais tres mal avec les produits.
Proposition 1.25. Si f et g sont deux fonctions composables monotones, alors g o f est aussi monotone,
et elle est :

1. croissante si f et g ont méme monotonie;

2. décroissante si f et g sinon.
De plus, si f et g sont strictement monotones, alors go f ausst.

Remarque 1.26. Dans le cas de stricte monotonie, on a bien besoin de la stricte monotonie de f et de g.
Par exemple, si f ou g est constante, alors fog est constante donc ne peut pas étre strictement monotone.

Démonstration.
Soient x,y € D avec x < y :
— i f est croissante : alors : f(z) < f(y) et donc :
— si g est croissante : g(f(z)) < g(f(y)) donc g o f est croissante;
g(f(y)) donc g o f est décroissante ;

) et donc :
)) donc g o f est décroissante ;
(y)) donc g o f est croissante;

S
9(
— si g est décroissante : g(f(x)) >
— si f est décroissante : alors : f(x) >

— si g est croissante : g(f(x)) > g(f

— si g est décroissante : g(f(x)) <
Ce qui montre bien les cas de monotonie.
La stricte monotonie de montre de la méme maniere, en considérant partout des inégalités strictes. O

)
y
/
fy
(y
g(f

I.5 Bijections

Définition 1.27. Si [ et J sont deux parties de R, on dit qu’une fonction f : I — J réalise une bijection
de I sur J si tout élément de J admet un unique antécédent par f dans I.

On note alors f=1 la fonction définie sur J qui a tout y € J associe son unique antécédent par f.

La fonction f=1 est appelée bijection réciproque de f.

Exemple 1.28.
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1. La fonction x — e® réalise une bijection de R sur R : sa réciproque est la fonction :

J R —- R
ln.{ x +— In(z)

. R, —- R S S . . . ,
2. La fonction { ; s m; est bijective, et sa bijection réciproque est la fonction racine carrée.
: R\{2} — R
3. Sou‘f:{ \ {24 ot
X — 7—2

Soit y € R. Déterminons les antécédents de y :

et donc :

— sty =1 :y na pas d’antécédent ;

— sty # 1 :y a pour unique antécédent x = %

Donc f nest pas bijective de R\ {2} sur R. Mais elle l’est de R\ {2} sur R\ {1}, et sa bijection

réciproque est :
PR R

2y+1
y =

Définition 1.29. Si I est une partie de R, on définit la fonction identité sur I, notée id;, la fonction
définie sur I par :Vzx € I, id;(z) = x.

Proposition 1.30. Si f : [ — J est bijective, alors :
].fof_lzidj;
2. f_l o f =id; ;

3. f~1 réalise une bijection de J sur I, avec (f_l)_1 = f.

Démonstration.
1. siy € J, comme f~!(y) est un antécédent de y par f (c’est méme le seul), alors f(f~1)(y) = y;

2. siz € I, alors f(x) est 'image de z par f, donc z est 'unique antécédent de f(z); mais f~1(f(z))
aussi, donc z = f~1(f(x));
3. soit x € I et y € J un antécédent de x par f~! : alors f~!(y) = x. Et donc, en composant par f :
f(z) =y, donc nécessairement y = f(x), ce qui assure 1'unicité d’un antécédent.
Mais f~(f(x)) = x, donc f(z) est bien un antécédent de x, ce qui assure Pexistence.
Donc f~! est bien bijective, et comme f(z) est I'unique antécédent de z par f~1, alors (f~1)~1 = f.
O

Proposition 1.31. Si f est strictement monotone sur I, alors f réalise une bijection de I sur J = f(I) =

{f(z) |z e I}.

De plus, sa réciproque =1 a méme monotonie que f.

Démonstration. Supposons par exemple que f est strictement croissante.

Soit y € J : alors il existe « € I tel que f(x) = y par définition de J, donc y a un antécédent.

Soient x1,zo sont deux antécédents de y. Si xy < xq, alors y = f(z1) < f(x2) = y par monotonie, ce qui
est impossible. Donc z1 = x4

Donc y a un unique antécédent, et f est bijective.
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Soient y1,y2 € J tels que y; < yo. Notons y; = f(x1) et yo = f(x2) pour z1, x5 € I. Nécessairement on a :
71 < T (car z; > x5 impliquerait que y; > yo). Mais &y = f~1(y1) et 25 = f1(y).

Donc f~! est strictement croissante.

Le cas ou f est strictement décroissante se montrer de la méme maniere. O]

Remarque 1.32. Une bijection n’est pas nécessairement monotone. Mais si elle est monotone, elle [’est
strictement.

IT Tracé d’une fonction

I1.1 Symétries
— =
t,J

),

Proposition IL.1. Soient f une fonction définie sur D, de graphe C¢ dans le plan muni du repére (O,
et a € R. Alors :

_>
1. le graphe de x — f(x)+ a est le translaté de C; par le vecteur a j ;

_>
le graphe de x — f(x + a) est le translaté de Cy par le vecteur —a i ;

Y

2.

3. le graphe de x — af(x) est le dilaté de Cy par Uaffinité orthogonale (z,y) — (z,ay) ;

4. sia#0, le graphe de x — f(ax) est le dilaté de Cy par Uaffinité orthogonale (z,y) — <£,y>.
a

Démonstration.

1. On note g : z — f(x)+ a. Alors, si z € D, on a :
(y)eCreoy=fle)yta=flx)+asyt+ta=ygx) < (z,y+a) €Cy

2. Onnote g : z+— f(x +a). Alors, siz € D, on a :
(z.y)eCreoy=[fr)ey=f(r-at+asy=9(r—-ae(@-ay) el

3. et 4. en exercices O

114

Remarque I1.2. [] faut bien faire attention au signe “—” et au fait qu’il faut diviser par a dans les cas 2 et
4. Par exemple, pour le cas 2, on représente ci-dessous la foncﬁon r—a® etz (x+ 1) : la deuziéeme

est bien limage de la premiere par la translation de vecteur — 1 .

x— (v +1)? T T

=

5 -4 -3 -9 —10 1 2 3 4

Définition I1.3. Soit f : R — R. On dit que f est :
1. paire si :Vx € R, f(—x) = f(x);
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2. impaire si : Vx € R, f(—z) = —f(z);
3. T-périodique, pour T € R, si :Vx e R, f(x +T) = f(x).
Remarques 11.4.

1. On peut étendre les définitions a des fonctions définies sur D C R : il faudra faire attention que
—x€Douquex+TeD.

2. Une fonction T-périodique est aussi (kKT)-périodique pour tout k € Z. Et il sera plus intéressant de
chercher un T aussi petit que possible.

Remarque IL.5. Si f est impaire, alors f(0) = 0.

Proposition I1.6. Si f a pour graphe Cy :
1. f est paire si, et seulement si, Cy est symétrique par rapport a l'axe des ordonnées ;

2. f est impaire si, et seulement si, Cy est symétrique par rapport a l'origine du plan ;

3. f est T-périodique si, et seulement si, Cy est invariant par translation de vecteur T' i .

Proposition I1.7. Toute fonction f définie sur R s’écrit de maniére unique comme somme d’une fonction
paire g et d’une fonction impaire h.
f(@) + f(==) f(z) = f(=x)

2 2

Démonstration. Voir chapitre 1. O]

Plus précisément, g et h sont définie par : Vo € R, g(z) = et h(z) =

Proposition I1.8. Soient f une fonction définie sur R de graphe Cy, et a,b € R :

1. si pour tout v € R : f(a —x) = f(x), alors Cy est symétrique par rapport & la droite verticale
a

d’équation x = 5 ;

a b
2. si pour tout x € R : f(a —x) =b— f(x), alors Cy est symétrique par rapport au point (5, 5)

Démonstration. 1. On considere g : z — f(a — x). Alors :
(,y) €Cr & y=[(z)
& y=fla—(a—-ux))
& y=gla—x)

& (a—ux,y) €Cy

Et donc C, est I'image par Cy de I'application (z,y) — (a — x,y), qui n'est autre que la symétrie
axiale considérée.
Comme f = g, on déduit la symétrie pour f.

2. On considere g : z — b — f(a — x). Alors :

(z,y) €Cr & y=[f(z)
& y=fla—(a—1))
& b—y=b—fla—(a—2))
& b—y=ga—u1)
& (a—z,b—y) e,

Et donc C, est I'image par Cy de I'application (z,y) — (a —z,b—y), qui n’est autre que la symétrie
centrale considérée.
Comme f = g, on déduit la symétrie pour f.
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Proposition I1.9. Si f est bijective, alors le graphe de f=1 est limage du graphe de f par la symétrie par
rapport a la droite d’équation y = x.

Démonstration. Découle de I'équivalence : (x,y) € C; < (y,z) € Cp-1. O

Remarque I1.10. Les symétries permettent de réduire l’ensemble d’étude de f (c’est-a-dire 'ensemble
sur lequel on va étudier f pour pouwvoir la connaitre entiérement) :

— si f a une symétrie (axiale ou centrale), on peut “couper en deuz” l’ensemble de définition ;

— si f est T-périodique : on peut restreindre l’ensemble sur un intervalle (quelconque) de longueur T .

Exemple I11.11. Commengons [’étude de la fonction définie sur R par f(x) = cos(z)sin(z)®. Alors f vérifie
pour tout x € R :
— f(27 + z) = cos(2m + 2)sin(27 + x)% = cos(x)sin(x)? = f(x), donc f est 2m-périodique ;
— f(—x) = cos(—x)sin(—z)> = —cos(z )sm( )3 = —f(x), donc f est impaire ;
— f(m — ) = cos(m — x)sin(m — x)* = —cos(z)sin(z)® = —f(x), donc C; est symétrique par rapport
au point (g, 0).

70
Donc on peut se contenter d’étudier f sur lintervalle [O; 5} On remonte alors a Cy sur R entier en

T
aisant une symétrie centre par rapport a (—=,0), puis une symétrie par rapport a l’axe des ordonnées, puis
Y p pp 5 p Y p pp p

%
des translations de £2m 1 .

I1.2 Asymptotes

Définition I1.12. Soit f définie sur un intervalle de la forme |A;4o00| (resp. | — oo; A[).
On dit que la droite A d’équation y = ax +b est asymptote a Cy en +00 (resp. en —00) si hrf (f(z)—
T—>+00
(ax 4+ b)) =0 (resp. lim (f(z) — (ax+b)) =0).
T——00

On parle d’asymptote horizontale lorsque a = 0, et d’asymptote oblique sinon.
On dit que la droite D d’équation v = A est asymptote a Cy si lir£1+f(ac) = +o0 (resp. hrﬂ f(z) = +o00).
T— T— AT

On parle alors d’asymptote verticale.

Proposition II.13. La droite d’équation y = ax + b est asymptote a Cy en +oo si, et seulement si :

lim La:) =a
rx—+oo X
i (f() —ax) =

et pareil en —oo.

Remarques 11.14.

1. ce résultat permet de chercher l’équation d’une asymptote en cherchant séparément (et dans cet
ordre) le coefficient directeur (c’est-a-dire a) et l'ordonnée a l'origine (c’est-a-dire b).
x
2. Si jamais lnf m = t+00 on a une branche parabolique d’axe vertical, comme c’est par exemple
r—+o0 I
le cas pour les fonctions x — €* ou x — x2.

Démonstration. Supposons que la droite d’équation y = ax + b est asymptote :

— comme < (I) =1 (x)_iaﬁb) + «tb alors :
—axr —b b —axr —b b
lim M = lim (f(x) a“ + ar > = lim M—i— lim (a+ —) =a
r—+oco I r——+00 X T 3:—>+oo € . x——+00 T

- [ J/

=0 —
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— comme (f(z) —ax) = (f(x) — (ax + b)) + b, alors de méme :
lim (f(x) —az) = lim (f(z)— (ax+0)+b)= lim (f(z)— (ax+0b))+ lim (b) =10

T—r+00 T—+00 T—r+00 T——+00
>

[\

-~

=0 =b

ce qui donne la premiere implication.
Pour la réciproque, il suffit de considérer la seconde limite. On a alors :

11_13100 (f(x) — (ax + b)) = ml_l}rfoo (f(x) — ax) —|—$£i>rfoo (—bz =b—b=0.

J/ (.
-~ -~

=b =—b

]

Remarque I1.15. Ce résultat assure 'unicité de ’asymptote. On lutilise en pratique pour trouver une

asymptote, en cherchant d’abord la limite de f(m); puis celle de f(z) — ax.
T
Si jamais lirf @ = a mais que lirf (f(z) — ax) = +oo, on a alors un branche parabolique oblique
rz—+o0o I T—+00

d’are A :y = ax.

3 2 2
Exemple I1.16. On considere la fonction f définie sur R par : f(z) = :U;——jL:lU
x
2
3 4 942 14—
7p0urx7£0:f(x):x3+x = L 5 1,
€T x> +x 1+i x—+o00
)
. 2 1
7f(x)_xzx3+2x2—x3—x:2x2—x: o,
2+ 1 241 1+1m—>ioo

ITII Continuité et dérivation

Les principaux résultats seront démontrés dans un autre chapitre.
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I11.1 Continuité

Définition II1.1. Si f est une fonction définie sur un intervalle I, et a € I, on dit que f est continue en
a si: limf(z) = f(a).
Tr—a

Si [ est continue en tout point a € I, on dira qu’elle est continue sur 1.

Proposition-Définition ITL.2. Soient I est un intervalle, a € I, et f définie sur I\ {a} telle que : lim f(x) =
T—a

b e R. Alors f est prolongeable par continuité en a.
La fonction g définie sur I par :

b stx=2>

vrel, g(x):{ flz) six#a

est un prolongement de f continu en a.

Exemple IIL.3. La fonction f : x — -

est prolongeable par continuité en 0, car : lirr(l)f(x) =1, en
x—

x
reconnaissant la limite du tauz d’accroissement de la fonction exponentielle entre x et 0.

Théoréme II1.4 (Théoreme des valeurs intermédiaires). L’image d’un intervalle par une fonction continue
est un intervalle.

Remarque I11.5. C’est bien cohérent avec le théoréeme vu au lycée : considérons f continue sur un intervalle
I, x,y €1, et J l’ensemble des images.

Alors a = f(x),b= f(y) € J. Comme J est un intervalle, cela veut dire que tout élément entre a et b est
dans J, donc a un antécédent dans I.

Autrement dit : pour tout k entre a et b, il existe z tel que f(z) = k.

I11.2 Dérivabilité et dérivée

Définition I11.6. Si f est une fonction définie sur un intervalle I, et a € I, on appelle taux d’accrois-
sement de f en a la fonction :

I\{a} = R
NG

—
Tr —a

Si lim7, () est existe et est finie, on dit que [ est dérivable en a, et on définit son nombre dérivé en
Tr—a
a par : f'(a) = lim7,(x).
Tr—a
Si f est dérivable en tout point a € I, on dira qu’elle est dérivable sur I, et la fonction ' : x — f'(x)
est appelée sa fonction dérivée.

Remarques II1.7.
fla+h)— f(a)

1. pour faciliter les calculs, on écrira plutot : f'(a) = lllir% h ;
_>
2. le nombre 1,(x) est le coefficient directeur de la droite passant par les points de C; d’abscisses a et

x.

Exemples III.8.

1. la fonction f: x v+ 22 est dérivable sur R. Si a,h € R, on a :

f(a+h)—f(a):(a+h)2_a2:2a+h — 2a
h h h—0

—- R
— 2z’

o R
et ainsi [ : { N
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2. la fonction f : x — |z| n'est pas dérivable en 0, car son tauzr d’accroissement en 0 est :

x| — |0 T 1 stx >0
me||Lu_{

x—0 x -1 s1x<0
qui n’admet pas de limite quand x — 0.
Théoreme II1.9. Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

Définition II1.10. Si f est dérivable en a, la tangente a C; au point d’abscisse a est la droite passant

(a, f(a)) de coefficient directeur f'(a), c’est-a-dire la droite d’équation : y = f'(a)(z —a) + f(a).

Remarque II1.11. Si f n'est pas dérivable en a, mais que imt,(x) = foo, alors Cy admet pour tangente
r—a

en a la droite verticale passant par (a, f(a)), c’est-a-dire la droite d’équation : x = a.
Par exemple, pour la fonction racine, le taux d’accroissement entre O et h > 0 est :

vVh—-v0 1
o) = T T e T

donc la fonction racine admet une tangente horizontale en 0, ce qu’on voit bien sur le tracé suivant :

Proposition I11.12. Si f, g sont dérivables sur I, et A € R, alors on a les fonctions dérivées suivantes :
1. (f+Xg) = f + A (la dérivation est linéaire) ;
2. (f9) = f9+ 19
1\’ q
3. st g ne s’annule pas : <—) =-=;
g g
f )' _fl9- 14
g 9?
Théoreme 1I1.13. Soient I,J deux intervalles, f: I — J et g: J — R deux fonctions dérivables.
Alors la fonction g o [ est dérivable, de dérivée :

4. si g ne s’annule pas : <

I —- R
v = () x g (f(z))

Corollaire I11.14. Si u est une fonction dériwable sur un intervalle I, alors :

(gOf)’Zf’Xg’Ofr{

1. sin €N, alors u" : x — (u(z))" est dérwable sur I avec : (u") =n x u' x u"!;

)

2. si u ne s’annule pas et n € Z, alors u™ est dérivable sur I avec : (u") =n x u' x u"!;

)

3. la fonction e* : x s ") est dérivable sur I avec : (e*) = u' x e ;
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/
4. siu est a valeurs strictement positives, In(u) : x — In(u(x)) est dérivable avec : (Inu)’ = °.
u

Démonstration. On utilise la dérivée d'une composée. O

Remarque I11.15. On peut renforcer le dernier résultat : si u ne s’annule pas, alors In(|u|) est dérivable
u/

avec (In(|u])) = —.
u

Exemple IIL16. La fonction f : x — (In(z2 + 1))° est dérivable sur R :
— comme u : x +— x>+ 1 est dérivable et positive sur R, alors In(u) est dérivable sur R, de dérivée :

u' () 2x
T — = ;
u(z) 2?2 +1
— donc f = (In(u))? est dérivable sur R, avec pour tout x € R :
4z 9
f(x) = o In(z® +1).

IT11.3 Variations d’une fonction dérivable

Proposition IT1.17 (Monotonie et dérivée). Si f est dérivable sur un intervalle I, alors :
1. si f' est positive ou nulle, f est croissante;
2. si f' est négative ou nulle, alors f est décroissante.

Proposition II1.18. Si de plus [’ ne s’annule qu’un nombre fini de fois sur I, alors f est strictement
monotone.

Remarque I11.19. Le résultat ne tient pas si I n’est pas un intervalle. Par exemple la fonction f :x — —
x
1
a pour dérivée f': x— —— qui est toujours négative, mais n’est pas décroissante sur R*.
x

Exemple II1.20. Reprenons la fonction f définie sur R par f(z) = cos(x)sin(x)? : elle est dérivable sur R,
de dérivée en x :
f/(z) = —sin(z)* + 3cos(x)*sin(z)? = sin(z)* (4cos(z)® — 1)

donc on déduit que sur [0; g] :
— f" s’annule en 0 et % ;

. . T
— f! est strictement positive sur ] 0; § [;
T
— " est strictement négative sur ] g; 5] )
D’ou les variations suivantes :

x 0 /3 /2

1! 0 + 0 —
3v/3

0 0

On trouve le tracé ci-dessous, ot on fait :
— le tracé en bleu (par l’étude précédente) ;
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— le tracé en rouge (par symétrie centrale) ;
— le tracé en orange (par symétrie aziale);
— le tracé en vert (par translation).

0.4+

0.2+

—0.2 ¢

—0.4 |

Corollaire II1.21. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Alors f est constante si, et seulement
si, ' est nulle.

Démonstration. Si f est constante, son taux d’accroissement est toujours nul, donc sa dérivée aussi.
Si f” est nulle, alors f est a la fois croissante et décroissante. Ainsi, siz,y € I avec x < y, alors: f(z) < f(y)
et f(z) > f(y), donc f(z) = f(y) et f est constante. O

II1.4 Dérivées d’ordre supérieur
Définition II1.22. Si f est définie sur I et n € N, on définit la dérivée n-éme de f (ou dérivée d’ordre
n) comme :

n (f(”_l))/ si n>1etque fY est dérivable

Si f") est bien définie, on dira que f est n-fois dérivable.
Si [ est n-fois dérivable pour tout entier naturel n, on dira que f est infiniment dérivable.

Définition II1.23. On note C°(I) ’ensemble des fonctions continues sur I.

Si k € N*, on dira que f est de classe C* sur I si f est k-fois dérivable sur I et que f*) est continue
sur I. On note C*(I) I’ensemble des fonctions de classe C* sur I.

Enfin, on note C*(I) l’ensemble des fonctions C*° sur I, c’est-a-dire des fonctions de classe C* pour tout
entier naturel k.

Remarque I11.24. Comme une fonction dérivable est continue, les fonctions de classe C*° sont exactement
les fonctions infiniment dérivables.

2 . - .
Exemple II1.25. La fonction x — s (;p) siw #0 est définie et dérivable sur R, mais sa dérivée

n’est pas continue en 0.

II1.5 Continuité et dérivabilité des fonctions réciproques

Théoréme II1.26 (de la bijection monotone). Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle
I, alors f réalise une bijection de I sur J = f(I).
De plus, J est un intervalle et f=% est continue et de méme monotonie que f sur J.
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Exemple II1.27. Si a,b € R avec a < b et que f est continue strictement croissante sur [a;b], alors
f(la;b]) = [f(a); f(b)]. Et pour tout élément ¢ € [f(a); f(b)], I’équation f(x) = c¢ admet une unique
solution (dans |a;b]).

Remarque I11.28. C’est en fait une amélioration du TVI, dans le sens ou les antécédents sont uniques.

Théoréme II1.29 (dérivabilité des fonctions réciproques). Soit f est continue strictement monotone sur

un intervalle I et x € I. On suppose que f est dérivable en x, et on pose y = f(x). Alors :
1 1

T F@ fof iy’

2. si f'(x) =0 : f~! nlest pas dérivable en y, et C;-1 admet une tangente verticale en (y,x).

1. si f'(x) #0 : f~ est dérivable en y, avec (f~1) (y)

Remarque I11.30. On retrouve graphiquement le résultat avec les tangentes : si D est une droite de pente

1
a # 0, sa symétrique par rapport a la premiere bissectrice est une droite de pente —.
a

Corollaire II1.31. Si I, J sont deux intervalles, f bijective de I sur J, dérivable sur I, et que ' ne s’annule

-1 - (1Y
pas sur I, alors =1 est dérivable sur J avec : (f~') = o
Exemple II1.32. La fonction f : x — a2 est dérivable sur R, de dérivée : x — 2x.
En particulier, f' est positive ou nulle sur Ry, ne s’annulant qu’en 0, donc f réalise une bijection stric-
tement croissante de R, sur f(Ry) =R,.
Sa bijection réciproque est la fonction racine : f=1 1y VY, qui vérifie
— siy #0 :alors en notant v = \/y, on a f'(x) = 2x # 0, donc f~1 est dérivable en vy, avec :

1 1

T o f Ny 2y

— sty =0 : comme f'(0) =0, Cs-1 admet une tangente horizontale au point d’abscisse 0.
ce qu’on avait déja vu sur le graphe précédent.

(F ) ()



III. CONTINUITE ET DERIVATION

Théoréme II1.33. On a les dérivées usuelles suivantes :

() Dy f'(@) Dy
¢ (ceC) R 0 R
z" (n € N¥) R nz"! R
" (neZ) R* nz" ! R*
cas particulier 1 R* —% R*
T T
z® (a €]1; +00[\N) R, az®! R,
z® (v €]0; 1)) R, ar®! R*
cas particulier :\/x R, ﬁ R*
z* (e« € R* \ Z) R* az®! R
e’ R v R
a® (a € RY) R In(a)a® R
In(x) R* 1 R%
x
log,(2) (b € R}) R 1 R,
zIn(b)
sin(z) R cos(z) R
cos(z) R — sin(x) R
tan(z) R\ (g +7Z) | 14 tan®(z) = COSi(.%’) R\ (g + 7
arcsin(z) [—1,1] ! | —1,1]
V1—a?
arccos(z) —1,1] —\/11_7 =11
1
arctan(z) R e R
ch(z) R sh(z) R
sh(z) R ch(z) R
th(x) R 1 —th*(z) = ! R
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Chapitre 4

Ensembles et relations

I Appartenance et inclusion

Définition I.1. Un ensemble est une collection d’objets. Chacun des objets est appelé élément. Si x est
un élément de [’ensemble E, on notera x € E, qui se lit “x appartient a E”. Inversement, si y n’est pas un
élément de E, on notera y ¢ E, qui se lit “y n’appartient pas ¢ E”.

Définition 1.2. Si E et F' sont deuz ensembles, on dira que F est une partie (ou un sous-ensemble) de
E, ou que F' est inclus dans E, si tout élément de F' est un élément de E. On notera alors : F C E.

Remarque 1.3. Un ensemble E peut étre décrit en extension (on énumeére les éléments) ou en com-
préhension (on donne une propriété satisfaite par les éléments). Par exemple, l’ensemble E des entiers
naturels plus petits que 3 peut s’écrire :

— en extension : E = {0;1;2};

— en compréhension : X ={n € N|n < 3}.

Définition 1.4. On dit que deux ensembles E et F' sont égaux s’ils ont exactement les mémes éléments,
et on note alors £ = F'.

Proposition 1.5. Les ensembles E et F' sont égaux si, et seulement si, on a les inclusions E C F et F C F.
Proposition 1.6. L inclusion est transitive : ss E C F et FF C G, alors E C G.

Proposition-Définition 1.7. On appelle ensemble vide, que 'on note 0, l’ensemble ne contenant aucun
élément.
L’ensemble vide est sous-ensemble de tout autre ensemble, et il est unique.

Démonstration. Si A est un ensemble vide, et ¥ un ensemble, comme A ne contient aucun élément, tout
élément de A est dans E : donc A C E.
Si B est un autre ensemble vide, alors : A C Bet B C A, donc A = B. n

Définition 1.8. Un ensemble possédant un seul élément est appelé singleton, et on le note {a}.

Définition 1.9. Si E est un ensemble, on notera P(E) l'ensemble de toute les parties de E, c’est-a-dire
que :
FeP(E)& FCE.

Remarque I.10. Les ensembles () et E sont toujours des éléments de P(E).

Exemple I.11. Si E = {1;2;3}, alors :
P(E) = {0; {1};{2}; {3}; {1;2}; {1;3};{2; 3}; {1;2; 3} }.
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IT Opérations sur les ensembles

Définition I1.1. Si E est un ensemble, et A, B deux parties de E, on définit :
1. le complémentaire de A dans E, noté E— A, E\ A, A® ou A par :

A={zcE|z ¢ A};

2. l'intersection de A et B est :

ANB={x € E|x € A etz € B};
3. la réunion (ou l'union) de A et B est :

AUB={zx € E|z € A oux € B},
4. la différence de A et B est :

A-B={rcFE|lrcAetxr¢ B} =ANDB,
5. la différence symétrique de A et B est :
AAB={rxe€ E|lr € AUBetx ¢ ANB}=AUB—-ANB=(A—-B)U(B—-A).
On les représente par des diagrammes de Venn (ou diagramme patate) :

E E E
ANB AUB

5N

A\ B AAB

Remarque I1.2. Plus généralement, les diagrammes de Venn permettent de mieux comprendre des en-
sembles, en permettant de visualiser séparément des différents éléments selon leur appartenance a chaque
ensemble considéré. Cette méthode devient rapidement compliquée lorsque ['on prend beaucoup d’ensembles.
Par exemple, on donne ci-dessous les diagrammes de Venn génériques pour 3 et 5 ensembles :
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Proposition I1.3. 57 A, B, C sont trois parties d’un ensemble E, alors :
1. commutativité de la réunion et de lintersection : AUB=BUAet ANB=BNA;

2. associativité de la réunion et de ["intersection :
— AU(BUC)=(AUB)UC =AUBUC;
— ANn(BNC)=(AnB)NnC=AnBNC.
3. lois de de Morgan : ANB=AUB et AUB=ANB;
4. distributivité de la réunion par rapport a ['intersection et réciproquement :
— CU(ANB)=(CUA)N(CUB);
— CN(AUuB)=(CNnA)U(CNB).

Remarque I1.4. L’intersection et la réunion se généralisent a davantage de parties. Si Ay, ..., A, sont des
parties de E, on pose :

AlﬂAgﬂﬂAn = ﬂnzlAi = {xEE|Vz€{1,,n},x€A,}
A1UA2UUAn = ﬂ”zlAi = {ZL‘EElHZE{l,,n},ZL‘EAZ}

Remarque IL.5. Il y a une correspondance entre logique et ensembles :

Ensembliste Logique
Ensemble : A Assertion : x € A
Inclusion : A C B | Implication : v € A=z € B
Eqgalité : A= B FEquivalence : v € A< x € B
Complémentaire : A Négation : = (z € A)
Union : AU B Disjonction : x € AVx € B
Intersection : AN B | Conjonction : x € ANz € B

III Partitions

Définition IIL.1. Si A, B sont deux ensembles, on dit qu’ils sont disjoints si : AN B = ().

Définition II1.2. Soit P une partie de P(E). On dit que :
1. P est un recouvrement de E si : UpcpA=F;

2. P est une partition de E si P est un recouvrement dont tous les éléments sont deux-a-deuz dis-
joints, c’est-a-dire que :

VA, BEP, AB= ANDB=0.
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Remarque I11.3. Si P est un recouvvrement de E, alors :
Vee F, 3JA€ P, z € A
tandis que si P est une partition de E, alors :
Vee F, A€ P, z € A.

Exemples I11.4. L’ensemble {[n;n+1]|n € Z} est un recouvrement de R, mais pas une partition. On peut
voir par exemple que [0;1] N [1;2] = {1} # 0.
En revanche, l’ensemble {[n;n + 1[|n € Z} est une partition de R. Plus précisément, si x € R, on a :

x € [mn+ 1l n=|z].

IV  Produits cartésiens
Définition IV.1. St E, F' sont deux ensembles, on définit le produit cartésien de E par F par :
ExF={(x,y)|lr € EetyeF}.
Plus généralement, si 1, ..., E, sont des ensembles, on définit :
Eyx---xE,={(x1,...,z,) | x1 € E1,...,x, € E, }.
En particulier, si £ =--- = FE, = FE, on note :
Ex---xFE=FE"

Remarque IV.2. [l faut bien prendre garde aux notations, pour ne pas confondre le couple (x,y) avec la
paire {x,y}.

Exemple IV.3. Un repere permet d’identifier chaque point du plan au couple de ses coordonnées, et ainst
d’identifier le plan a R2.

V Relations binaires

V.1 Généralités sur les relations binaires

Définition V.1. Si E est un ensemble, une relation binaire sur E est un sous ensemble R de E x E. Si
(x,y) € R, on notera alors : 2 Ry.

Définition V.2. Soit R une relation binaire sur E. On dit que R est :
1. réflexive si : Vx € E, xR ;
2. symétrique si : Vr,y € E, vRy = yRx;

TRy ==y,

yRz ’

xRy
yRz

3. antisymétrique si : Vr,y € E, {

4. transitive si : Vx,y,z € E, { = rRz.

Exemples V.3. 1. la relation de divisibilité sur Z : xRy < z|y. Elle est :
— réflexive : tout entier se divise lui-méme ;
— transitive : si a divise b et b divise ¢, alors a divise ¢ ;
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— pas symétrique : 1 divise 2 mais 2 ne divise pas 1 ;
— pas antisymétrique : 1 divise —1 et inversement, mais 1 # —1.

2. la relation d’inclusion sur un ensemble P(E), pour E un ensemble non vide, est réflexive, antisy-
métrique et transitive (par les propriétés de linclusion). Elle n’est pas symétrique car on a : ) C E
mais E ¢ (.

3. si E est un ensemble possédant au moins deuz éléments, la relation définie sur F = P(E) \ {0}
par : ARB < ANB # () est :

— réflevive : car A€ F=A#+0=ANA=A#0;

— symétrique : par commutativité de ['intersection : ANB=BNA;

— non transitive : prenons a b € E, et A = {a}, B = {a;b},C = {b}. Alors ARB et BC mais
pas ARC';

— non antisymétrique : avec les mémes notations : ARB et BRA, mais A # B.

V.2 Relations d’équivalence

Définition V.4. Une relation binaire R sur E est appelée relation d’équivalence si elle est : réflezive,
symétrique et transitive.
Six € E, on définit la classe d’équivalence de x, notée cl(x) ou T, comme 'ensemble : T = {y €
E|xRy}.
Remarques V.5.

1. On note souvent par ~ ou = les relations d’équivalence.

2. Du fait de la symétrie, on a aussi : T = {y € F|yRy}.
Proposition V.6. Soit R une relation d’équivalence sur E. Pour tous x,y € E : 2Ry < cl(z) = cl(y).

Démonstration. Soient x,y € E :
1. si 2Ry : soit z € cl(y). Alors yRz, donc xRz (par transitivité). Donc z € cl(x), et cl(y) C cl(z).
Par symétrie, on a aussi yRz, et on trouve de méme cl(x) C cl(y). Donc : cl(z) = cl(y).
2. sicl(z) =cl(y) : x € cl(z) (par réflexivité), donc = € cl(y), donc zRy.
[

Proposition V.7. L’ensemble des classes d’équivalences de R forme une partition de E.

Démonstration. 1. siz € F, alors x € T donc tout élément de F appartient a une classe d’équivalence,
et on a un recouvrement ;
2. si z,y € E tels que T # 7. Montrons que T N7y = (). Par absurde, si on avait z € T N7, alors on

aurait : ¥Rz et yRz. Donc, par symétrie et transitivité : xRy, puis T = 7y, d’ou la contradiction.
O

Remarque V.8. On pouvait déja vérifier que, par réflexivité, les classes d’équivalences sont non vides. En
effet, si x € E, alors v € T.
Exemples V.9.

1. La relation définie sur E par : xRy < x = y est une relation d’équivalence dont les classes sont les
singletons de E.

2. Soit n € N*. La relation définie sur Z par : ¥Ry < (x — y) est un multiple de n est une relation
d’équivalence, dont les classes sont appelée classes de congruences modulo n. Il y a n classes de
congruences, a savoir 0,1,...,n — 1. On notera alors x = y[n] au lieu de xRy.

3. St a € R*, la relation de congruence modulo o sur R est la relation d’équivalence définie par :
TRy < (z —y) est un multiple entier de a. Si xRy, on notera alors : x =y [a].

4. la relation d’équivalence dont les classes sont les [n;n + 1] est définie par : xRy < |z] = |z]y.

Plus généralement, si f est une fonction définie sur un ensemble E, la relation définie par : v Ry <
f(z) = f(y) est une relation d’équivalence.
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V.3 Relations d’ordre

Définition V.10. Une relation binaire R sur E est appelée relation d’ordre si elle est : réflerive, anti-
symétrique et transitive.
On parlera d’ordre total si : Vx,y € E, xRy ou yRx. Dans le cas contraire, on parle d’ordre partiel.

Remarque V.11. On note souvent par < ou > les relations d’ordre, ot les écritures x <y et y = x sont
équivalentes.

Exemples V.12.
1. sur R, la relation usuelle < est un ordre total;
2. sur N, la relation de divisibilité est une relation d’ordre partiel ;

3. si E est un ensemble quelconque, l'inclusion est une relation d’ordre sur P(E) : elle est partielle si
E contient au moins deux éléments.

Définition V.13. Soit E un ensemble muni d’une relation d’ordre <, et A une partie de E :

1. on dit qu’un élément M de E est un majorant de A si : Va € A, a < M ; on dit alors que E est
magjorée ;

2. on dit qu’un élément m de E est un minorant de A si : Ya € A, m < a; on dit alors que E est
minorée.

Si E est majorée et minorée, on dit qu’elle est bornée.

Exemples V.14.

1. pour N muni de la relation de divisibilité : 1 est un minorant (car tout entier est divisible par 1),
tandis que 0 est un majorant (tout entier est un multiple de 0) ;

2. pour P(E) muni de Uinclusion : () est un minorant et E est un magjorant.

3. pour R muni de l'ordre < : il n’y a ni majorant ni minorant. En revanche on peut trouver des
sous-parties majorées ou minorées. Par exemple N est une sous-partie minorée de R, mais elle
n’est pas majorée.

Proposition-Définition V.15. Avec les mémes notations :

1. sia € A est un majorant de A, on lappelle mazimum (ou plus grand élément) de A, et il est
unique ; on note a = max(A) ;

2. sia € A est un minorant de A, on lappelle minimum (ou plus petit élément) de A, et il est
unique ; on note a = min(A).

Démonstration. Montrons 'unicité du maximum. Soient a,a’ € A deux maximums :
— a' € A et a est un majorant de A donc : a’ < a;
— a € Aet d est un majorant de A donc : a < d’.
Par antisymétrie, on a donc a = a’, d’ou I'unicité. n

Remarque V.16. L’unicité du mazimum ou du minimum est sous-réserve d’existence. Par exemple
sur R, l’ensemble |0; 1[ admet bien un minorant et un majorant, mais pas de mazximum ni de minimum.

Exemple V.17. Sur (R, <), considérons l'intervalle [—1;1[. Il admet :
— comme minorant tout réel de | — oo; —1] et —1 comme minimum ;
— comme magorant tout réel de [1; +o00[ mais pas de mazimum.
Montrons plus en détail le dernier point. Supposons par ’absurde que a soit un maximum de [—1;1][.
Comme a € [—1;1], alors : =1 < a < 1, donc :0 < GTH < 1.
Ainsi, b = %a est dans [—1;1[. Mais, comme a est un majorant de [—1;1[, on a donc : b < a.
Or, 0na:b§a<z>%§a<:>1§a.

Donc on ne peut avoir b < a, d’ou la contradiction.
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Exemple V.18. Sur (N,|) : l'ensemble {2;3;6} admet :
— comme minorant uniquement 1, mais pas de minimum ;
— comme magjorant tout multiple de 6, et 6 comme mazimum.

Théoreme V.19. Toute partie non vide de N posséde un minimum.

Démonstration. On procede par contraposée : soit A une partie de N ne possédant pas de minimum;
montrons alors que A est vide.
Par récurrence sur n € N, montrons que n ¢ A :
— initialisation : 0 ¢ A, car sinon ce serait le plus petit élément de A;
— hérédité : soit n € N tel que aucun des entiers de [0; ] ne soit dans A. Alors n+ 1 ¢ A, car sinon
ce serait le plus petit élément de A.
D’ou la récurrence, ce qui conclut la preuve. O

Remarque V.20. En fait, ce résultat repose sur le principe de récurrence, qu’on a admis, mais on pourrait
procéder dans 'autre sens : on admet ce théoréme (on le pose comme un axiome), et on peut montrer
alors que le principe de récurrence est vrai.

Proposition V.21. Toute partie non vide et majorée de N possede un plus grand élément.

Démonstration. Soit A une partie non vide majorée de N.
Alors 'ensemble B = {n € n|Va € A,a < n} est une partie non vide de N, donc posséde un plus petit
élément b.
Comme b — 1 ¢ B, alors on a deux possibilités :

e soit b—1¢ N : et donc b =0, donc A = {0} qui admet 0 comme maximum;

e soit il existe a € A tel que : b— 1 < a. Et donc a > b. Mais, par définition de b, on a a < b, et donc

a=>b. Donc b € A et b est un majorant de A : c’est le maximum de A.
O

Corollaire V.22. Toute partie non vide et majorée de Z possede un plus grand élément.

Démonstration. Soit A un tel ensemble.

Si ANN # (), alors le maximum de A NN convient.

Sinon, l’ensemble —A = {—a|a € A} est une partie non vide de N, donc possede un minimum b. Et —b
convient. ]
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Chapitre 5

Applications

I Notion d’application

Définition 1.1. Si E, F sont deuzx ensembles, une application f de E vers F est la donnée, pour tout
élément x de E, d’un unique élément y de F, que l'on note f(z).
On note alors l'application f par :

JE — F f
f{$ - f(x) ou B = F.

On note F(E,F) ou FE I’ensemble des applications de E vers F.

Proposition-Définition I.2. Etant donnnée f € F(E,F), on définit son graphe comme [’ensemble :

[={(z,y) € ExF|[f(x) =y}

Le graphe vérifie ['assertion :
Vee E, lye F, (z,y) €.

Et tout sous-ensemble de E x F wvérifiant cette assertion définit une unique application de E dans F
(autrement dit, une application est entiérement déterminée par son graphe).

Exemple 1.3. On considere Uapplication f de {A; B;C} sur {a;b;c} définie par : f(A) =b, f(B) =a et
f(C) =b. On peut représenter f par un diagramme sagittaire, ou par un diagramme cartésien :

F

) o 0
L | |
> | |
| |
a +------ e —_— X |
| | |
| | |
| | |
| | |
A R
A B C
Diagramme sagittaire. Diagramme cartésien.

Remarque 1.4. Une (méme) application peut étre définie de différentes maniéres. Par exemple, la fonction
valeur absolue peut étre définie sur R :

41
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1. explicitement : |x| = Va2 ;
T stx >0
—T  sinon

)

2. par disjonction de cas : |x| = {

3. implicitement : || est l'unique solution positive ou nulle de l’équation : y? = .

Définition 1.5. Soit E un ensemble.
On appelle application tdentité de E application de E dans E définie par x — x, et on la note Idg.
Si A est une partie de E, on définit la fonction indicatrice de A comme 'application de E dans {0;1},
notée 1 4, et définie par :
' 0 si z¢A
L"””H{ 1 si z€A
Proposition 1.6. Soit E' un ensemble et A, B deux parties de E :
L Tgnp =14 -1p;
2. ]lz =1- ]lA 5y
3. Ignp =14+ 1p —T1aup.
4. ACB&1,4<15p.

Démonstration. Par disjonction de cas. O]
Définition 1.7. Si f : E — F est une application, et (z,y) € E X F tel que f(x) =y. On dit que :
1. y est l’'smage de x par f;

2. x est un antécédent de x par f

Remarque 1.8. L’ image d’un élément de E est toujours unique. En revanche, un élément de F peut tres
bien ne posséder aucun antécédent, ou un seul, ou méme une infinité.

Définition 1.9. Si E et I sont des ensembles, on appelle famille d’éléments de E indexés par I une
application x de I sur E. On notera alors x; pour désigner x(i). Et la famille x sera notée (z;)ie;.

Exemple 1.10. Une suite réelle (u,)nen est une famille de réels indexés par N.

Définition 1.11. Si f € F(E, F), et A une partie non vide de E, on définit la restriction de f a A comme
Papplication de A sur F coincidant avec f, c’est-a-dire :

A — F
f'A:{ v f()

Inversement, si f € F(E,F) et g € F(A, F) vérifient que fla = g, on dit que f est un prolongement
de g.

Enfin, si B est une partie de I telle que f est a valeurs dans B, on appelle corestriction comme
l'application de E sur B coincidant avec f, c’est-a-dire :

fIB E —- B
o= fla)
Définition 1.12. Si E| F, G sont trois ensembles, f € F(E, F) et g € F(F,G), on définit la composée de
g et f, notée go f, comme Uapplication de E dans G définie par :
Vo e B, (go f)(x) =g(f(x)).
Remarque I.13. Si f € F(E,E) etn € N, on notera f* = fo fo---o f (avec la convention que f° =idg).
—

n fois

Proposition 1.14. La composition est associative : si f € F(E,F), g € F(F,G) et h € F(G,H), alors :
(hog)of=ho(gof)



II. IMAGE DIRECTE ET IMAGE RECIPROQUE

II Image directe et image réciproque

Définition I1.1. Soit f € F(E,F), A une partie de E et B une partie de F.

1. On appelle image directe de A [’ensemble :
f(A) ={f(z)|x € A}.
2. On appelle tmage réciproque de B [’ensemble :
f7(B)={x € E|f(z) € B}.
Remarque I1.2. Les images directes et réciproques correspondent aux assertions suivantes :
ye f(A)edxe A f(x)=
re€ fY(B)& flx)€B
Définition I1.3. Si f € F(E, F), on appelle image de f, notée Im(f), l’image directe de E par f :
Im(f) = f(E) = {f(z)|x € E}.
Si Im(f) C B, pour une partie B de F, on dira que f est a valeurs dans B.

Remarque I1.4. On n’a pas toujours f(E) = F, en revanche on a toujours f~*(F) = E.

Exemples IL.5. Soit f : { IS : ;R Alors :
1. f([0;1]) = [0; 1] ;
2 F(-1;2]) = [0:4];
3. FH([0:2]) = [-v2 V2]
4o f7H(=41]) = =11
5. fH({9}) ={-3;3};
6. f7H(—12-1]) =

Définition I1.6. Si f € F(E,F) et A C E, on dira que A est stable par f si f(A) C A.

Proposition I1.7. Soient f € F(E,F), A, B deux parties de E et C, D deux parties de F. Alors :
1. AC B= f(A) C f(B);

2. f(AUB) = f(A) U f(B);
3. f(ANB) C f(A)N ( ) (Attention : on n’a pas égalité en général)
4. CcD= fYC)c fYD);
5. f7HCUD)=f" () f "(D);
6. f~ (CﬂD) f7He)n (D)7
7. [7HC = D)= f7HC) - D).
Démonstration. 1. Supposons que A C B :

ye f(A) = FxeA flr)=y
= dJrxeB, flr)=y
= ye€ f(B)

Donc f(A) C f(B).



2. Montrons les deux inclusions :
(a) F(AUB) C f(A)U [(B):
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ye€ f(AUB) = Jdx € AUB, f(z)=y

dre A, flx)=y
oudreB, f(x)=y
y € f(4)
ouy € f(B)

= ye(f(AUf(B)

(b) f(A)U f(B) C f(AU B) : On applique le résultat précédent a A C (AU B) et B C (AU B).
On a donc : f(A) C f(AsupB) et f(B) C f(AUB), et donc : f(A)U f(B) C f(AU B).

3. soit y € f(AN B). Alors il existe x € AN B tel que y = f(x). Mais :

— comme z € A :alors y € f(A);
— comme z € B :alors y € f(B).

Et donc y € f(A) N f(B), ce qui prouve l'inclusion. L’autre inclusion est fausse en général, comme
le montre la remarque qui suit, donc il n’est pas nécessaire de s’y attarder.

4. Supposons que C' C D :
x € fH(0)

Donc f~1(C) C f~YD).

5. Procédons par équivalences :

re ffY(CUuD) &

=

=

=

6. Procédons par équivalences :

z € f1(CND)

(:

(3

7. Procédons par équivalences :

r e f~YC - D)

¢

(3

= f
= f(z)
= T E

(x) e C
eD

71 (D)

f(z) e CuD
{ fle)eC
ou f(z) € D
x € f71(C)
ouz € f~1(D)
r e (fTHC)u D))

flz)eCnD
f(z)eC
et f(x) € D
x e f7H0)
et v € f7Y(D)
z € (f7H(C)NfH(D))

f(x) e C—D
{ flz)eC
et f(z) ¢ D
{ z € [7Y(C)
etz ¢ f~1(D)
z € (f71(C) - fHD))
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Remarque I1.8. La plupart des implications précédentes sont en fait des équivalences, et donc les quelques
ratsonnements par double inclusion pourraient se traiter par équivalence.

1l faut tout de méme faire attention aux quantificateurs qui ne passent pas toujours trés bien aux équiva-
lences, comme justement au point 3 ou l'implication suivante n’est pas une équivalence :

B dJre A flx)=y
[Hz € AN B, f(x)-y]j{et;ler’ fa) =y
. . R — R .
Remarque I1.9. Pour le cas d’inclusion seule, on peut reprendre f : o g2 Avec A = R* et

B =R, ona f(A) = f(B) =R, et donc :
fIANB) = f(0) =0 et f(A)N f(B) =R

III Injections, surjections, bijections

Définition IIL.1. Soit f € F(E,F). On dit que f est :
1. injective si tout élément de F' admet au plus un antécédent par f ;
2. surjective si tout élément de F' admet au moins un antécédent par f ;
3. bigective si elle est injective et surjective, c’est-a-dire si tout élément de F admet un unique
antécédent par f.
Proposition II1.2. Si f € F(E, F), on a équivalence entre :
1. f est injective;
2.Vr,y € B, x#y= f(x) # [(y);
3. Vr,y € R, f(x)=fly) =zxz=y.

Proposition II1.3. De méme, on a équivalence entre :
1. f est surjective ;
2. Im(f)=F;
3. Yy eF, Jrek, flx)=y.

Proposition-Définition IT1.4. L’application f € F(E, F) est bijective si, et seulement si, elle vérifie :
Vye F, 3z e B, f(z)=y.

On peut alors définir I’application réciproque de f, notée f~1, qui est l'unique application définie par :

f‘l-{F — E

y +—  x lunique antécédent de y par f

Et on a alors : fo f'=idp, f~l1o f=1idg, et f~1 est bijective avec (f‘l)_1 = f.

Exemples IIL.5. 1. la fonction idg : E — E est bijective, d’inverse elle-méme ;

R — R
T — axr+b

est alors la fonction définie sur R par : f~1(y) = nyb On a en fait le résultat plus fort suivant :

est bijective si, et seulement si, a # 0, et son inverse

2. sia,beR, la fonction f : {

a # 0 < f injective & f surjective < f surjective.

Pour le montrer, on peut voir que toutes les assertions sont équivalentes au fait que a # 0 :
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— sia # 0 : alors f est bijective (on a méme donné sa réciproque précédemment), donc f est
mnjective et surjective ;
— sta=20 :alors :
— f(R) ={b} # R donc f n'est pas surjective ;
— f(0) =b= f(1) donc f n’est pas injective.
et ainsi f n’est ni surjective ni injective, et ne peut donc pas étre bijective.

Proposition II1.6. Soient f € F(E,F) et g € F(E,F). Alors :
1. si go f est injective, alors f est injective ;
2. si go f est surjective, alors g est surjective.

Démonstration. 1. siz,y € E, alors :

f@)=f) = g9(f(x)) =9(f(y)) = go flz) =gofly) =z=y
donc f est injective;
2. soit z € G. Il existe x € E tel que : z = go f(z) = g(f(x)), donc y = f(x) € F vérifie g(y) = z.

Donc g est surjective.
O

Théoréme IIL.7. Soit f € F(E,F). Alors [ est bijective si, et seulement si, il existe une application
g: F — FE telle que go f =idg et fog=1idp.
Dans ces conditions, on a : g = 1.

Démonstration. On montre séparément les deux implications :
— nécessité : si f est bijective, alors 'application ¢ = f~! convient ;
— suffisance : si un tel g existe, alors :
— go f =idg est injective, donc f aussi;
— fog =1idp est surjective, donc f aussi.
Donc f est bijective. Comme g o f =idg, alors : go fo f~' = f~! donc g = f~L.

Proposition IIL.8. Soient f € F(E,F) et g € F(F,G). Alors :
1. si f et g sont injectives, alors g o [ est injective ;
2. si [ est g sont surjectives, alors g o f est surjective;
3. si f et g sont bijectives, alors go f est bijective, et : (g o f)_l = flog L

Démonstration. 1. siz,y € E, alors :

gof(z)=go fly)=g(f(x) =9(f(y) = flx)=fly) =z =y

2. si z € G, il existe y € F tel que ¢g(y) = z. De méme, il existe x € E tel que f(x) = y. Et donc :

z=go f(z).
3. Posons h = f~to gt Alors :

— ho(gof)=f"loglogof=flof=idp;

— (gof)oh=gofoflogl=gog'=idg

ce qui donne bien le résultat.

O

P(E)

P(E)
A A

Exemples III1.9. 1. Si E est un ensemble, [’application f : : est une bijection dont
c’est la propre réciproque. On dit que [ est tnvolutive.
P(E) — F(E{0;1})
A — 14
F(E,{0;1}) P(E)
-1

X X ({1

2. Si E est un ensemble, l’application f : est une bijection, dont la réci-
proque est donnée par : f~1: { :
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IV Les ensembles finis

Lemme IV.1. Soient n,m € N* et f : [1;n] — [1;m]. Alors :
1. si f est injective, alors n < m;
2. si f est surjective, alors n > m ;

3. si [ est bijective, alors n = m.

Démonstration.
1. si f est injective : f(1), f(2),..., f(n) sont des entiers distincts de [1;m] donc n < m;
2. si f est surjective : f(1), f(2),..., f(n) constituent les m entiers de [1;m], donc n > m.

3. découle des deux premiers points.

]

Définition IV.2. On dit qu’un ensemble E est fini s’il existe un entiern € N et une bijection f : [1;n] — E.
On dit alors que E est de cardinal n, que ['on note : Card(E) = n ou |E| = n.

Proposition IV.3. Le cardinal d’un ensemble fini est unique.
Démonstration. Découle du lemme. O

Proposition IV.4. Si E et F' sont deux ensembles. Si E est fini, et qu’il existe une bijection entre E et F,
alors F est fini de méme cardinal que E.

Démonstration. Notons n = Card(FE) et donnons-nous f : E' — [1;n] et g : E — F bijectives. Alors g o f
est une bijection de [1;n] sur F, donc F est fini de cardinal n. O
<

Proposition IV.5. Soit E un ensemble fini, et F une partie de E. Alors F est fini, avec Card(F')
Card(FE).
De plus, si Card(E) = Card(F), alors E = F.

Démonstration. On procede par récurrence sur n = Card(F) € N :
— (initialisation) si n = 0 : alors E est vide, donc F' aussi, et on a bien le résultat ;
— (hérédité) soit n € N*, et supposons le résultat acquis pour tous les ensembles finis de cardinal au
plusn—1:
— si F'= E : alors F est fini, avec Card(F) = Card(FE);
— si F'# F : comme ' C F, il existe € E'\ F. Considérons f : [1;n] — E bijective, et notons
k € [A;n] 'antécédent de x par f. Construisons la fonction g suivante :

g:[Lin=1] — E\{z}
i o= {fl)sii<kf(i+1)sii>k

qui est construite a partir de f en “retirant” k ainsi que son image.

L’application g est bijective puisque :

— elle est injective : puisque f l'est; en effet, si i,j € [1;n — 1] tels que g(i) = g(j), alors :
— sid,j<k:g(i)=f@i)et g(j) = f(4), donc f(i) = f(j), donc i = j (par injectivité);
—sii<ketj>k:g(i)=f(i)etg(y)=f(j+1),alors f(i) = f(j+ 1) puisi =j + 1, ce

qui est impossible car : i < k et 7+ 1 > k; donc ce cas est impossible ;

— sl j < keti>k:on montre de méme que ce cas est impossible;
— sid,j > k :alors on trouve f(i+1) = f(j+1),donc i +1=j+1, donc i = j.
ce qui assure bien l'injectivité ;

— elle est surjective : soit y € E '\ {z}. Alors y € E, donc y possede un unique antécédent par
f dans [[1;n], que 'on note i. Comme f(k) = x # y, alors i # k. Et ainsi :
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— sii < k:alors f(i) =g(i) = y;
— sii >k :alors f(i) =g(i—1) =y.
ce qui assure bien la surjectivité.

D’ou la bijectivité. Donc E \ {z} est fini de cardinal n — 1.

Comme z ¢ F, alors F' C E'\ {x} : par récurrence on déduit donc que F est fini, de cardinal au

plus n — 1. Et ainsi, si F' # E, on a bien Card(F') < Card(F).

ce qui conclut ’hérédité.
D’ou la récurrence. L

Proposition IV.6. Soit E un ensemble. On a équivalence entre les propriétés suivantes :
1. E est fini;
2. il existe une surjection d’un ensemble fini F' vers E ;
3. 1l existe une ingection de E vers un ensemble fini F'.

De plus, dans les deuz derniers cas on a : Card(E) < Card(F).
Démonstration. Découle du point précédent, en choisissant des restrictions et correstrictions adaptées. [

Proposition IV.7. Si A et B sont deuz ensembles finis disjoints, alors AUB est fini, avec : Card(AUB) =
Card(A) + Card(B).
Plus généralement :

1. si Ay,..., A, sont des ensembles finis deuz-a-deux disjoints, alors Ay U ---U A, est fini avec :

Card(A; U---UAg) = Card(A;) + -+ - + Card(A,) ;

2. si A et B sont finis, alors AU B et AN B sont finis avec : Card(A U B) = Card(A) + Card(B) —
Card(A N B).

Démonstration. Posons n = Card(A) et m = Card(B), et prenons deux bijections f : [1;n] — A,
g:[1;m] — B.
On définit alors la bijection :

[Lin+m] — AUB
h: _ { fG)  sii<n
1 =

gli—n) sii>n

Ce qui donne le premier résultat.

Le deuxieme résultat se montre par récurrence sur n.

Le dernier résultat en découle, a I'aide des unions disjointes : AUB =AU (B\ANB)et B=(ANB)U
(B\ AN B). O

Corollaire IV.8. Si E est fini et A C E, alors A est fini avec : Card(A) = Card(E) — Card(A).
Plus généralement, si A, B C E, alors A\ B est fini avec : Card(A \ B) = Card(A) — Card(AN B).

Proposition IV.9. Si E et F' sont des ensembles finis, alors E X F est fini, et : Card(E x F') = Card(F) x
Card(F).

Démonstration. Notons n = Card(E), et m = Card(F') avec F' = {y1,...,Ym}-
On pose pour i € [1;m] : E; = {(z,y;) |z € E}.
Alors :
— chaque E; est en bijection avec F, et est donc fini de cardinal n ;
— les F; sont deux-a-deux disjoints ;
— Ex F= Uz‘e[[l;m]]Ei-
Donc Card(E x F) = Card(£y) + -+ -+ Card(E,,) =n+---+n=n xm. O
—_———

m fois
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Proposition IV.10. Soient E, F' deux ensembles finis, et f une application de E vers F' :
1. si f est injective, alors Card(E) < Card(F);
2. si [ est surjective, alors Card(E) > Card(F') ;
3. si [ est bijective, alors Card(E) = Card(F).

Démonstration. 1. la corestriction de f a f(FE) fournit une bijection de F vers une partie de F';
2. application qui a tout élément de F' lui associe un antécédent dans E par F' est une injection de
E sur F';
3. évident.

]

Théoreme IV.11. Soient E, F' de ensembles finis de méme cardinal, et f : E— F. On a équivalence entre :
1. f ingective;
2. f surjective ;
3. f biective.

Démonstration. Posons n = Card(E) = Card(F), et notons ¢ : [1;n] — F bijective, de sorte que F =

{9(1),...,9(n)}.

Notons pour tout i € [1;n] : E; = f~'({g(7)}) (I'ensemble des antécédents de g(i)) et e; = |E;| (le nombre
d’antécédents de g(7)). Alors les Ej; :
— sont deux-a-deux disjoints : si x € E; N E;, alors f(z) = ¢(i) = ¢(j), donc par injectivité de g on a
i=j;
— forment un recouvrement de E : si x € E, par surjectivité de g il existe i € [1;n] tel que g(i) = f(z),
et donc x € E;.
donc par cardinal d’une union on déduit que : Card(E) = Card(E;) + - - - + Card(E,,), c’est-a-dire :

n==e+- -+ e,
Posons pour tout i : x; =e; — 1. Alors : o1 +--- + x,, = 0. Et ainsi :
(Vi, z; <0) & (Vi, x; =0) < (Vi, x; > 0)
ce qui traduit bien que :
f injective < f bijective < f surjective.
O

Proposition IV.12. Si E, F sont deux ensembles finis avec Card(F) = n et Card(F) = m, alors F(E, F)
est fini de cardinal m".

Démonstration. On procede par récurrence sur n :
— sin=1:1l y a bien m applications;
— supposons le résultat acquis pour un certain n > 1, et supposons que |E| =n + 1 : on fixe a € F,
et on pose E' = E'\ {a}. On considere I’application de restriction :

p: F(E,F) — F(E'F)
f = fle

Tout élément de F(E', F') possede exactement m antécédents, qui correspondent aux m choix pos-
sibles pour f(a). On a donc : |F(E,F)| = m x |F(E',F)| = m x m™ = m"", ce qui conclut la
récurrence.

]
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Corollaire IV.13. Si E est fini avec Card(E) = n, alors P(E) est fini de cardinal 2".

P(E) — F(E,{0;1})

A e 14 . Alors ¢ est bijective :

Démonstration. On considere ’application : ¢ :

— injectivité : si 14 = 1 g alors pour tout x € F :
reAels(r)=1<1p(@x)=1<2€B.

— surjectivité : si f € F(&,{0;1}), alors : f = L11)).
Donc Card(P(E)) = Card(F(E,{0;1})) = 2" O



Chapitre 6

Sommes, produits et systemes

I Les notations ) et []

Définition I.1. Soient I = {iy,...,i,} un ensemble fini, et (a;);e; une famille de complezes indexée par I.
On définit alors :

1. la somme de tous les éléments a;, notée E a;, comme :
i€l

E A; = Ay + -+ Q4,5

i€l

2. le produit de tous les éléments a;, notée Hai, comme :
iel

H(IZ‘ = Qj; X+ X A,
i€l
Si I = [n;m], pour n < m deuz entiers, on notera :
m m
E a; = E a; et H ai:Hai.
i€[n;m] i=n i€[n;m] i=n

Remarque 1.2. Par convention, si I = (), on pose :

Exemples 1.3. 150 kP =23 4 3% 143 4 5% =224 ;
2. TIh—, k* = 23 x 3% x 4% x 5% = 1728 000.

Remarques 1.4. Les indices qui apparaissent dans une somme n’existent que dans une somme, et leur
dénomination est arbitraire. Ainsi :

1. kx Z,lfzs ay n’est pas défini, mais 211;2:3 k x ap Uest;
2. 30 k=300, 1P =1260.

Proposition 1.5. Avec les mémes notations, si a; = o ne dépend pas de i € I, alors :

Za = a x Card([) et Ha = qCardd),

el i€l

51
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En particulier, si n < m sont deux entiers :

zm:a:(m—n%—l)a donc zn:a:na et zn:a:(n+1)a
k=n

k=1 k=0

H a = a™ Y done H a=a" et Ha ="t
k=n k=1 i=0
Proposition 1.6 (Relation de Chasles). Si Iy, Iy sont deux ensembles disjoints, alors :

Z ai:ZaiJrZai et H ai:HaixHai.

1€l1Ulo i€lq i€ls 1€l Ul i€lq i€ls

En particulier, si n < m sont deux entiers :

m m n m
E ak—g ay + E aketHak:Hakx Hak.
k=n+1 k=1 k=1 k=n+1

Remarque 1.7. Si I7 et Iy ne sont pas disjoints, on peut écrire :

Z az‘:Zai—FZai— Z a; et H aiznidlaixni?bai.

i€lUly ich icly ielnly i€l,Uly Hi€11m2 i
2n—1
Exemple 1.8. En partitionnant [0;2n — 1], on peut calculer : Z {EJ . En effet, pour k € [0;2n — 1] :
k=0

k
— si k est pair : on écrit k = 2i, avec i € [0;n — 1], et alors : liJ =|i] =1;

k
— si k est impair : on écrit k =25+ 1, avec j € [0;n — 1], et alors : {EJ = [j + %J =7.

Et finalement :
2n—1 k n—1 n—1 n—1 n(n B 1)

Proposition 1.9 (Linéarité de la somme). Si A\, u € C, et (a;), (b;) deuz familles indexées par I fini :
iel icl icl
Remarque 1.10. St A = =1, ou st u =0, ceci nous donne les cas particuliers :
Z a; + b;) (Z az> + (Z bi> et Z(Aai) =\ (Z ai> )
iel iel iel iel iel

Proposition I.11. Avec les mémes notations :
L. [Tieg(ad x b)) = (ITier a?) x (ILie, ) = (Tier ai)A x (ILier 03)"
2. Hz‘el(/\ai) = \CardlD) (Hiel ai)'

Remarque 1.12. Attention a ’exposant pour le produit!
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Proposition I.13 (Changement d’indice). Si I, J sont deuz ensembles, f : I — J une bijection et (a;);es
une famille de complexes indexée par J, alors :

Z aj = Z Qi)
jeJ icl

Inversement, si (b;)ier est une famille de complexes indexée par I, alors :

S b= by,

ieJ jeJ
En particulier :
m m—n
E a; = E Ajtp -
j=n i=0

Remarque 1.14. On a la méme chose avec les produits.

II Sommes classiques

Proposition IL.1 (Sommes télescopiques). Si n < m sont des entiers et (a;)ic[nm+1] st une famille de
complexes alors :

Z(ak-i-l - ak) = Omy1 — Q.
k=n
Si de plus les a; sont non-nuls :
ﬁ Ak+1 _ Am+1
Sk G
Exemples I1.2. Soit n € N*, on a :
1 1 1
1. sik € [1;n], alors : — et donc :

k k+1 k(k+1)

S,
—~ k(k+1) n+1

1 k+1
2. sik € [1;n], alors : 14+ — = il , et donc :

k k
ﬁ 1—1—l =n+1
r )= .

k=1

Proposition I1.3 (Somme géométrique). Si q est un compleze et n € N, alors :

1 — n+1

— Sl 1
S = - q 7
k=0 n+1 siqg=1

Démonstration. Siq=1,alors: > " => 1 _,1=n+1
Si g # 1, alors :
(1—q) x> od® = Yi_(¢" — ¢"*) par lindarité
= 1 — ¢"*! par télescopage

D’ou le résultat. O
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Corollaire I1.4. Si ¢ # 1 est un complexe, n < m deux entiers, et (ay) est une suite géométrique de
raison q (c’est-a-dire que pour tout entier k : ary1 = q X ag), alors :

m m—n-+1 nombre de termes
An — Qm+1 l—gq .
E = a, x ———— = (Premier terme) X

— 1—q L—gq

1 — raison

1 — raison

Démonstration. Une récurrence immédiate montre que, pour tout k € N : a,4p = a, X ¢.
Le résultat découle par linéarité du point précédent. n

Proposition I1.5 (Sommes arithmétiques). Soit n € N, alors :

Démonstration. Par changement d’indice, on a : ZZ:O k=731 (n—1).Et ainsi :

2><Z/<:—Zk+2n— :in:n(n+1)

ce qui donne le résultat voulu. O

Corollaire I1.6. Si r est un complexe, n < m deux entiers, et (ay) est une suite arithmétique de raison
r (c’est-a-dire que pour tout entier k : apy1 = ax + 1), alors :

- - 1 n m
ST g = (men+1)xap4 PRI Gt

7 x
Premier terme + Dernier terme)
= 5 X nombre de termes

m—n+1)

Démonstration. Une récurrence immédiate montre que, pour tout k € N : a,.p = a, + k X 1.
Le résultat découle par linéarité du point précédent. O

Proposition I1.7. Si a,b sont deuxr complexes, et n € N*, alors :

a® — v = (CL - b) ( n—1 ‘I‘ aanb 4+t abn72 + bnfl)
= (a—b) x5 Soa R = (a = b) x 35 an RO

Démonstration. On développe directement la somme :

(a—b) Zk Oan 1-kpk  — k: 0( a®kpk — qn— k*lbk“i’l)

— " 0( an—kpk — gn— (k+1)bk+1

= a" — b" par télescopage

Remarques II.8. 1. pour n =2, on retrouve l'identité remarquable : a* — b* = (a — b)(a + b) ;

b
2. on pouvait aussi reconnaitre une somme géométrique de raison —, mais cela demanderai des dis-
a
jonctions de cas suivant les valeurs de a et b;

3. inversement, on retrouve la somme géométrique en prenant a =1 et b

Il
=

Corollaire I1.9. Si de plus n est impair, alors :

i
L

a"+ 0" =(a+b)x (@ —a" b+ —ab" T+ = (a+b) x Y (—1)Fa"RYE

B
Il
o
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Démonstration. Comme n est impair, alors (—1)" = —1, et donc : " 4+ 0" = a — (—b)". Et on applique le
résultat précédent. |

Proposition I1.10 (Sommes quadratique et cubique). Pour n € N*, on a

/ Zk2 n-|-1)6(2n-|—1) ;

Démonstration. Le premier résultat a été montré au chapitre 1.
Le second est laissé en exercice. O]

Remarque I1.11. Le second résultat peut aussi se lire comme :

ce que l’on peut voir géométriquement. L’idée étant que l'aire d’un carré de coté 1 + 2+ ---+n doit étre
égale & 1+ 23 + -+ nd.

Pour cela, on peut voir que, au moment d’augmenter la longueur du carré de n, on rajoute une bande dont
aire peut étre découpée enn carrés de taille n x n. C’est-a-dire qu’on augment l’aire totale de n xn? = n?.
Ce dernier point est illustrée sur la figure ci-dessous :

[l [ L L
[l [ L L
[l [ L L

III Sommes et produits doubles

Tous les résultats suivants s’étendent a des produits.
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Proposition III.1. Si I, J sont deux ensembles finis, et (a;;) est une famille de complexes indexée par

IxJ, alors : Sy <Z am) = (Z " )

(4,7)EIXJ i€l jeJ jeJ i€l

c’est-a-dire que l'on peut sommer sur un pavé dans [’ordre que [’on veut.

Corollaire I11.2.

(Z ai) (Z bj> =) aby =) (i,§) € I x Jab.

iel jeJ iel jeJ
Remarque II1.3. Si (ay) est indexée par [1;n], on trouve :
n 2 n
(Zak) :Za2+2 Z a;a;
k=1 k=1 1<i<j<n
qui correspond quand n = 2 a lidentité remarquable : (a; + a)? = a? + a3 + 2a,as.

Définition I11.4. Si I, J sont deux ensembles, et K C I X J, on définit :
1. pour tout i € I, la coupe de K suivant i comme : K; ;j ={j € J|(i,5) € K};
2. pour tout j € J, la coupe de K suivant j comme : K;; ={i € I|(i,j) € K}.

Exemple IIL5. Si [ = J = [0;n] et K ={(i,5) € I x J|i < j}, alors pour tous 0 < i,5 <n :

Kiy={jeJ|i<j<n}=[isn] et K;;={ieI|0<i<j}=][0;j]

(i) (n.n)

(0,0)

Proposition II1.6. Avec les mémes notations, on a les recouvrements disjoints :

K =J{i} x Ki.y) = | (K1 x {5})

el jeJ

et donc, si (a;;) est une famille indexée par I x J :

ETESSDIETED 3D SN

(i,j)GK i€l jeKi’J jeJ iGK[Vj
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Corollaire IIL.7. Si (a; ;) est indexée par [0,n]?, alors :

n n n J
E az’JZE:E:Gz’JZE:E:Gi,j

0<i<j<n i=0 j=1i 7=0 =0
n j—1

> = > a=Y
0<i<j<n =0 j=i+1 7=0 =0

Exemple IIL.8. Calculer pour tout n € N* la somme :y ,_, k2Kt -

n n k
Z Lokl _— Z Z ok—1
k=1

k=1 =1
n n

HE

=1 k=l

n 2l—1_2n
= 2T

IV Factorielle et coefficients binomiaux

Définition IV.1. Sin € N*, on définit la factorielle de n par :

n!an(n—l)X---XQXlek

et on pose par convention 0! = 1.

Définition IV.2. Sin, k € N, on définit le coefficient binomszal “k parmi n” par :

n!

(1) =] me—m FE

0 sik>n

57

Remarque 1V.3. La quantité (Z) correspond aux nombres de parties a k éléments dans un ensemble a n

éléments.
Proposition IV.4. Si k,n € N :
n\ n
k) \n—k)

Exemple IV.5. On a les valeurs particuliéres suivantes :

LG =
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Proposition IV.6 (Triangle de Pascal). Si k,n € N, alors :

() ()= ()

Démonstration. On procede par disjonction de cas.
Si k > n : toutes les sommes sont nulles.
Sik=mn:ontrouve:1+0=1.

Sikel0n—1]:
n! n!
®+6) = meom e geD)
o onlx(k+1) n!'xn—k)  nlx(k+1+n—Fk)
(kDI —k)! k+D(n—k)!  (E+D!(n—k)!

(n+1)! _ )
(k+DN((n+1)—(E+1))! = \k+1

]

Remarque IV.7. Le triangle de Pascal permet de calculer de proche en proche tous les coefficients bino-
miauz. On représente sur la n-éme ligne les coefficients (Z) pour 0 < k<n:

SN SN\
N/ N
() =1 () =2 (z) =1
20 VRV NN
/ N N
() =1 () =3 (z) =3 (z) =1
SN N SN N\
;N N4 \ \
=1 ()=4 (z) =6 k=4 (=1
SN /N N N\ /\
/N N4 NN
@=1  @=5  @G=10 (=10 (=5 (=1
/N, /N /N, /N

Corollaire IV.8. Pour tous n,k € N : (Z) e N.

Démonstration. En utilisant le triangle de Pascal, on montre par récurrence sur n € N la proposition :

Vk € N, (Z) eN.

Proposition IV.9. Sin, k € N*, alors :
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Démonstration. Le cas k > n est immédiat.
Sik<n:

n n! n! nx(n—1)! n—1
k(k) B kk!(n—k;)! T k-Dn—k! (k- n—1)—(k—1)! :"<k;— 1)'

O
Théoréme IV.10 (Formule du binéme de Newton). Si a,b € C et n € N, alors :
(a+b)" = i (n> a*o"k
f )
k=0
Démonstration. On procede par récurrence sur n € N.
Sin=0:(a+b)"=(a+b)°=1etdy_,())ak* = (J)a"° = 1.
Hérédité : supposons que (a +b)" = 3"} (})a*b"* pour un certain n € N. Alors :
(a+b)"* = (a+b)x (a+b)" = (a+b) >, (})a b
— Zﬁ_ﬁ_({( ) k—o—llbn kl+ Zk O( ) k:n—i—l kk
_ ek (l 1) - —itzflg() " kpn+l—k 1
= @ S () et S, (et
= o 30 (1) + () @ttt R et
_ (ngli)laobj-irlf;) + 12%:1 (thl) akbn+1fk + (Zii)anJrlbO
= 2o ("0)atertt
ce qui conclut la récurrence. O

Exemples IV.11. Soit n € N*. Alors :

12() Z(k>11"’“ (14+1)"=2";

2. ki;(_nk(;‘) = kzn; (Z) (—DM1"F = (—14+1)" =0;
3. an; (Z)nk:kzn; <k) Eomb = (1)

n
. A . A n
4. en revanche, on ne peut pas faire apparaitre une formule du binome dans la somme E (k) k*, car
k=0
le nombre que l'on met a la puissance (a sa voir k ici) change lors de la sommation.

5. Posons :
%] 1252 ]

n n
A"_k: (%) et An= 3 (2k:+1)'

0 k=0

Alors, par changement d’indice, on trouve :
— sik € |5], alors | = 2k parcourt tous les entiers pairs de [0;n] ; donc :

w=2 ()

€lo;n]

l pair
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— sik €251, alors | =2k + 1 parcourt tous les entiers impairs de [0;n] ; donc :

B,= Y (’;)

€[0;n]

L impair

Et ainsi, on trouve :

Et finalement :

V Résolution de systémes linéaires
On fixe K comme étant R ou C. On appelle scalaires les éléments de K.

Définition V.1. Un systéme linéaire a n équations et p inconnues est un systeme de la forme :

a11T1 + aier2 + ...+ aipr, = b
a2,1T1 + A2 2T2 + ... + Qp pTp = b2
(S): . . . S

Ap1T1 + ApaTe + ... 4+ anpT, = by
ou T1,...,T, sont des inconnues (que l'on cherche dans K), et o les (a; ;) et les b; sont des scalaires fizé.
Les a; ; sont appelés les coefficients du systeme.
Le n-uplet (by,...,b,) est appelé le second membre du systeme.
Le systeme obtenu en remplacant le second membre par (0, ...,0) est appelé systéme homogéne associé

as.

On dit que (S) est incompatible s’il n’a pas de solutions, et compatible sinon.
Remarque V.2. Un systéme homogene est toujours compatible.
Proposition V.3. Si (n,p) = (2,2), résoudre le systéme
Jar+by = e
(8): { ce+dy = f
ot (a,b), (c,d) # (0,0), revient a chercher lintersection des droites Dy : ax +by =€ et Dy : cx+dy = [ :
1. si les droites sont confondues : il y a une infinité de solutions (tous les points de Dy = Ds);
2. st les droites sont paralleles distinctes : il n'y a pas de solutions ;
3. si les droites sont sécantes : il y a une seule solution.

Proposition-Définition V.4. Avec les mémes notations appelle déterminant du systéme (S) la quantité
ad — be. Alors (S) admet une unique solution si, et seulement si, ad — bc # 0.

Démonstration. Le systeme admet une unique solution si, et seulement si, D; et Dy sont sécantes.
Les vecteurs (a, b) et (¢, d) sont des vecteurs normaux a D; et Dy. Donc les droites D; et Dy sont sécantes
si, et seulement si : det((a,b), (¢,d)) # 0, c’est-a-dire ad — be # 0. O
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Proposition V.5. Si (n,p) = (3,2), résoudre le systéme :

(S) ar +by+cz = g
"l de+ey+fz = h

ou (a,b,c),(d,e, f) # (0,0,0), revient a chercher l'intersection des plans Py : ax + by + cz = g et Py :
dr+ey+ fz=h:

1. si les plans sont confondues : il y a une infinité de solutions (tous les points de Py = Ps);

2. si les plans sont paralleles distincts : il n’y a pas de solutions;

3. si les plans sont sécants : il y a une infinité de solutions (tous les points de la droite Py N Ps).

Définition V.6. Un systeme est dit échelonné si le premier coefficient non nul de chaque ligne, qu’on
appelle pivot, est situé strictement a gauche des pivots des lignes suivantes.

Remarque V.7. Si on note j; lindice du pivot de la ligne L;, cela revient a dire qu’il existe k € [1;n] tel

que : les lignes Ly1, ..., L, du systeme homogene sont nulles, et que :J1 < jo < -+ < Jk.
a,x; + ...+ .+ L o= b
(S) 0 + 0 + agyj?% + + = b:g
0 + 0 + 0 4+ 0 4+ 0 + ay + ... = b

Exemple V.8. Le systeme suivant est échelonné :

r1 + 3x9 + 2x3 = 0
2%2 + 4373 = 2
— T3 = 1

Définition V.9. Les opérations élémentaires sur les lignes d’un systéme sont :
1. la permutation : on échange les lignes L; et L;, codée par L; <+ L; ;
2. la dilatation : multiplication d’une ligne par un scalaire X non nul, codée par L; < \L; ;

3. la transvection : ajout a la ligne L; d’un multiple de la ligne L;, codée L; <— L; + AL;.

Remarques V.10.
1. 1l faut bien considérer toute la ligne a chaque fois (y compris b;).

2. L’ordre des opérations a une importance, et on les fait successivement.

Définition V.11. On dit que deux systémes linéaires sont équivalents si [’on peut passer de l'un a 'autre
par un succession finie d’opérations élémentaires.

Remarque V.12. On peut “revenir en arriére” aprés avoir fait un opération élémentaire, et ceci a l’aide
d’une autre opération élémentaire. Plus précisément :

— wune permutation est annulée par elle-méme ;

— une dilatation de rapport A est annulée par la dilatation de la méme ligne de rapport % ;

— wune transvection de coefficient A est annulée par la dilatation des mémes lignes de coefficient —\.
En conséquence, la relation “étre équivalent” sur les systémes est une relation d’équivalence.

Théoreme V.13. Deux systémes équivalents ont méme ensemble solution.

Démonstration. Constatons déja que chaque opération élémentaire ne peut qu’agrandir I’ensemble solution
du systeme initial. Ceci est clair car un systeme d’égalité est bien préservé quand on les combine par les
opérations élémentaires.

Comme on peut revenir en arriere par d’autres opérations élémentaires, le résultat découle par double
inclusion. O]
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Théoréme V.14 (Algorithme du pivot de Gauss—Jordan). Tout systeme est équivalent a un systeme éche-
lonné. La succession d’opérations élémentaires est donnée par la méthode de Gauss-Jordan.

Remarque V.15. L’intérét est qu’un systeme échelonné est trées facile a résoudre par méthode de remontée :
on résout les équations avec le moins d’inconnues, puis les réinjecte dans les précédentes.

Méthode V.16. La méthode se fait récursivement selon le nombre d’inconnues du systéeme. On considére
le systeme :

41,171 + Q1,22 + ... + a1.pTp = bl

a2,1T1 + A22T2 + ... + QppTp = bg
(S): . . .

p1%T1 + ApoTa + ...+ aupry, = by

— s1 tous les a; ;1 sont nuls : alors la premiere colonne du systeme est nulle, et on continue a échelonner
suivant les colonnes suivantes ;
— sinon : quitte a permuter deuz lignes, on a a;q # 0. On fait pour tout i € [2;n] la transvection :
;1 g \ . .
L; < L; — —“=L,. La premiére colonne du systéme a seulement son premier coefficient non nul. Le

11
systéeme obtenu est de la forme :

a11T1 + a12T2 + ... + a1,pTp = b1
/ _ /

O + &2721‘2 + o .. + anypxp —_— 2

/ _ /

0+ apoma + ...+ anpry, = b,

ou, pour tout i € [2;n] et tout j € [2;p] on a :

/ Qg1 Qg1

a; ;= Qi ar; et b; =b; by.
ai,1 ay1
et il suffit alors d’échelonner le systeme :

’ + + = b

a2’2$2 e ampl'p — 2

/! .
(&) :
; + + = b
Qy, 92 e npTp = by

Q; .
Remarque V.17. En pratique, on prendra un pivot qui facilite les expression L (par exemple un pivot
Q1,1
égal a 1).

Corollaire V.18. Un systeme homogéne a n équations et p inconnues posséde une infinité de solutions
des lors que p > n.
En particulier, il admet une solution non nulle.

Démonstration. On échelonne le systeme homogene, ce qui donne un systeme homogene, échelonné, a n
équations.

Comme p > n, alors 'une des inconnues n’apparait pas comme pivot, donc peut étre choisie librement
dans K.

Pour chacune des valeurs choisie, la remontée permet de trouver une solution au systeme. L’infinité de
I’ensemble solution découle alors de I'infinité de K. ]

Exemple V.19. Résoudre le systeme a 3 équations et 3 inconnues :

r1 + X2 — Tz = 2
(8) . 2£C1 — T2 + I3
4.7)1 + x99 + 31’3 = 3

I
—_
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r, + wy — x3 = 2
L Lo — 2L
S) & — 3x9 + 323 = —3  avec { L2 : L2 _ 4L1
- 3ZE2 + 71‘3 = =5 3 3 !
ry + x9 — T3 = 2
& — 3z + 3x3 = -3 avec { Ly « L3—2[,
+ 4.]:'3 = —2
r3 = —1/2
54 To = 14x3= 1/2
r1 = 2— To + T3 = 1
Donc le systeme admet pour unique solution (1,1/2,—1/2).
Exemple V.20. Résoudre le systéme a 4 équations et 4 inconnues :
21’1 + 3(152 — ZT3 + Ty = 2
(8) . T — ) + xT3 — Ty = 1
) 31‘1 + 21‘2 —|— T3 —I— Ty = —1
T + i) — 2.%'3 + 2.1‘4 = 1
ry — X2 + X3 — X4 = 1
25(71 + 3ZE2 — T3 + x4 = 2
S) & 3o, & 2w b w4 w4 = —1 avec Ly <> Ly
T + i) — 21’3 —+ 2.1'4 = 1
( i
x1 T2 + T3 Ta = 1 L2 — L2 — 2L1
5]32 — 3I3 + 3.7}4 = 0
2N avec Ly + L3—31,
5[[‘2 - 25(]3 + 4[E4 = —4 I, « L.—1T
L 2ZL’2 — 31’3 + 3$4 = 0 4 4 !
(21 — 19 + x3 — xy = 1
209 — 3x3 + 3x4y = 0
& b1y — w5 + duy — —4 avec Ly < Ly
L 51‘2 — 35(73 + 3[E4 = 0
Ty — X + x3 — x4y = 1
o 2.232 — 3.233 + 31‘4 = 0 avec L3 — L3 — ng
Dag — Iwy = —4 Ly + Ly—3Ly
g!ﬂg — %l‘4 = 0
T T2 + xT3 — Ty = 1
QZEQ — 3ZE3 + 31’4 = 0 9
& 1_21x3 N %$4 4 avec Ly < Ly — 713
18 _ 36
TR N
Et on trouve par Ly que x4 = —2, qu’on réinjecte dans Ls pour déduire que x3 = —2, qu’on réinjecte dans

Ly pour déduire xo = 0, qu’on réinjecte dans Ly pour trouver x1 = 1.

Donc le systeme admet pour unique solution (1,0, —2,

—9).
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Chapitre 7

Les fonctions usuelles

I Logarithmes, exponentielles et puissances

I.1 La fonction logarithme

. . L , Ny . 1
Définition I.1. On appelle fonction logarithme népeirien ['unique primitive de la fonction x — — sur
x

R% qui s’annule en 1. On la note In ou Log.

Théoreme 1.2. Sia,b € RY et n € Z, alors :
1. In(ab) = In(a) + In(d) ;

2 (1) = -t

a

3. In (b> = In(a) — In(b) ;
4. In(a™) = nln(a).

Démonstration.

1. Sia,b> 0, on considere la fonction f, : z — In(zb) — In(z)

1
Alors f, est dérivable sur R* , avec : Vo € RY, f'(z) = % ——=0.
x x

Donc f;, est constante, donc : f(a) = f(1), donc : In(ab) — In(a) = In(b).

2. On déduit : 0 =In(1) =In (al) = In(a) +In <1)

3. De méme : In <%) =In(a) +In (%) = In(a) — In(b).

1
4. Par récurrence : Vn € N, In(a") = nln(a). Puis : ¥n € N, In(a™) = In (—) = —nln(a).
an

Proposition 1.3. La fonction In est strictement croissante sur R7, telle que :

lim In(z) = +00 et lim In(z) = —oc0.
z—+00 z—0t

1
Démonstration. — Vz € R, In'(x) = = > 0 donc In est strictement croissante ;
x

65
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— montrons que lim In(z) = 400, c’est-a-dire que :
T—+00

VA >0, 3B >0, > B = In(z) > A.

Soit A > 0. Par stricte croissante : In(2) > In(1) = 0.

Posons N = LﬁJ + 1 (qui est un entier naturel). Alors :

In(2Y) = N -1In(2) >

n(2) In(2) = A.

Par croissance de In, B = 2% convient.

1
— lim In(z) = lim In (—) = — lim In(x) = —oc0.
x

z—0t T—4-00 T—4-00
O
Corollaire I.4. La fonction In réalise une bijection strictement croissante de RY sur R.
Démonstration. Découle de la continuité de In. O

Proposition 1.5. L’équation In(z) = 1 posséde une unique solution : on la note e, et on a e ~ 2, 71828.

Proposition 1.6. On a le tableau de variations et la représentation graphique suivants :

T 0 +o00
In’ +
+00
In /
—00

Définition 1.7. Sia € R* \ {1}, on lui associe la fonction logarithme de base a, notée log,, comme la

1
fonction définie sur R par : Yz € RY, log,(z) = 1nEx§'
n(a

Remarques 1.8.
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1. On utilise beaucoup le logarithme en base 2, aussi appelé logarithme binaire, et le logarithme en
base 10, aussi appelé logarithme décimal, et noté parfois log..

2. Le logarithme népeirien est le logarithme de base e.

Proposition 1.9. La fonction log, réalise une bijection strictement monotone de RY sur R telle que
log,(1) =0 et log,(a) = 1.

Elle est strictement croissante si a > 1 et strictement décroissante si 0 < a < 1, et vérifie les formules du
théoréme [L2.

I.2 La fonction exponentielle

Théoréme-Définition 1.10. On définit la fonction exponentielle (népeirienne), notée exp, comme la
réciproque de la fonction In.
Elle est définie sur R par :

Ve € R, Yy e R, y=exp(x) & = = In(y).
La fonction exp est continue, strictement croissante et dérivable sur R, de dérivée elle-méme.
Démonstration. L’existence, la continuité et la monotonie découlent des propriétés de In.

1
Comme In" = z — — ne s’annule pas sur R* , alors exp est dérivable sur In(R%) = R.
x

SizeR,ona:

—_

1
" W ep@) 1 oP@

exp(x

exp'(z)

~—

Remarque I.11. On notera plutot e au lieu de exp(x).
La raison étant que, sin € Z, on a : In(e™) = nln(e) = n, donc exp(n) = e".

Théoréme 1.12. Sia,b € R et n € Z, alors :

at+b _ _a, b .
1. %™ =¢e%e”,

1
—-a __ .
2. e %= wa
e
a—b
3. el = p
4 ena _ (ea)n

Démonstration. Découle des propriétés du In. Montrons par exemple la premiere.
Par injectivité de In, on a :

e = e’ < In(e"t?) = In(e%e”)

Et on a:
— In(e?*?) = a + b (par définition de exp qui est la réciproque de In);
— In(e%®) = In(e?) +In(eb) = a + b (ol la premiere égalité découle des propriétés de In, et la seconde
de la définition de exp).
et ainsi on a bien et = e® . ¢’ O

Proposition 1.13. On a le tableau de variations et la représentation graphique suivants :
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X —00 400
exp’ +
—+00
exp /
0
4 1
3 1
exp
2 1
3 2 1 1 2 3 4
_1 i
_2 i
_3 i

1.3 Les fonctions puissances et exponentielles

Définition 1.14. Sia € R* et a € R, on définit le nombre a puissance o comme : a® = exp (aln(a)).
Remarque 1.15. La notation x™, pour x < 0, n’a de sens que sin € Z.

Proposition 1.16. Si a,b € R% et o, 3 € R, alors :

o
1. a®tP =qa*>. P etao‘_ﬁza—ﬁ'

2. (a®)’ = (a*?) = (aﬁ)a;

3. (ab)® = a*b™ et (%)a -4

Définition I.17. Si a € R, on appelle fonction exponentielle de base a la fonction exp, définie sur R

par : exp,(r) = a® = "M@,

Proposition 1.18. La fonction exp, est dérivable sur R avec : Vo € R, (exp,) () = In(a) - a® :

1. sia=1 : elle est constante de valeur 1;
2. si.a>1 : elle réalise une bijection strictement croissante de R sur R ;

3. sta <1 : elle réalise une bijection strictement décroissante de R sur R .

Proposition 1.19. On a les tableaux de variations et les courbes représentatives “génériques” suivantes :
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exp, 1/ exp, \1
a>1 / a<l1 \
0

O<a<l1 a>1

5 -4 -3 -2 10 1 2 3 4 5

Définition 1.20. Si o € R, on appelle fonction puissance o la fonction f, définie sur R par : fo(x) =
¢ = ealn(x).
Proposition I.21. La fonction f, est dérivable sur R avec : Vx € R%, fi(z)=a- -z :

1. si a =0 : elle est constante de valeur 1, et prolongeable par continuité en 0 ;

2. st a < 0 : elle réalise une bijection strictement décroissante de RY dans lui méme, avec pour
asymptotes les axes du repere ;

3. st >0 : elle réalise une bijection strictement croissante de R dans lui-meéeme.

Démonstration. Par dérivabilité des fonctions composées, f, est dérivable sur R* avec :
o

1
Ve e RY, fi(z) = a=e @) — gl = qzol
x

Ainsi, f! est du signe de «, ce qui donne la monotonie cherchée.
Pour I'image de f,, on a :

— sia>0:limz® = lim e® =0 et lim z* = lim @ = 400
z—0 z—0 T—+00 T——+00
— sia<0:limz® = lim e® = 400 et lim 2% = lim e*™® = (.
z—0 z—0 T—+00 z—+00
Et le dernier point donne les asymptotes. O

Proposition 1.22. Si o # 0, alors : f;1' = f1.

Démonstration. Soit a # 0 et z € RY : f, (f; (J:)) = (a:é>a = Zo = 1. O

Proposition 1.23. Si o > 0, la fonction f, est prolongeable par continuité en 0 en une fonction g telle que
9(0) =0.
Son prolongement est :

1. non dérivable en 0, avec une tangente verticale, si 0 < a < 1;
2. dériwable en 0, de dériwvée 1, st =1

3. dérivable en 0, de dérivée nulle, si o > 1.
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Démonstration. Le prolongement continu découle des limites calculées précédemment. Pour x > 0, le taux
d’accroissement de f, entre 0 et x est donné par :

Ja(2) = [a(0)

T —0 =27 = fa—l(x)

To(z) =

et on peut alors utiliser les limites calculées précédemment.
On trouve bien le résultat voulu, ou la disjonction suivant le signe de o — 1 nous donne bien les trois cas
de la proposition. O

Proposition 1.24. On a les tableaux de variations et les courbes représentatives “génériques” suivantes :

z 0 1 400 T 0 1 +00

fa 1/ fa
a>0 / a<0

0
4 a>1 4
a=1
3 3
2 2
1+ O0<a<1 1+
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

I.4 Comparaisons et limites

Théoréme 1.25 (Croissances comparées). Si o > 0 :

1. lim M = lim M
r—+oo T r—+oo ¢

:0)’

2. lim zln(z) = lim 2z®In(z) =0;
z—0

x—0
I . e’
3. lim — = lim — = +4o00;
z—+o0 I z—+oo %
4. lim ze® = lim |z|*" = 0.
xr—r—00 T—r—00
Démonstration.

1,400 — R

1. Considérons ¢ : { o () —2vE

1
Alors ¢ est dérivable sur [1;4o00[, de dérivée en t : ¢/ (t) = i
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Donc ¢ est décroissante sur [1;+oo[ : comme (1) = —2 < 0, alors ¢ est strictement négative sur
[1; +o0].

In(x) <i
r TN

Siz >1,o0nadonc:0<In(z) <2yx, donc: 0 <

In(z
Par encadrement : lim (z)
x—+o00

=0.

1
En posant y = 2, donc x = y=, on trouve :

1 In(ys 11
lim n(z) = lim n(y~) = lim — n(y) =0.
400 ¢ y—too Y y—t+ooqr Y
1 1
2. On pose y = —, donc x = —. Alors :
z )
1
n() In(y)
n
limz“In(z) = lim Y~ fim - —% —.
z—0 y—+oo  Y< y—+o00 ye
v 1
3. In (6—) =z —aln(z) =z x (1 -« n(m)) — 400
T x r—+00
. . .er
donc en composant avec la fonction exponentielle : llr_{l — = 400.
r—+oo ™
1
4. In(|z|*e") = aln(|z|) + z = x X (1 + QM) — —00
x T——00
donc en composant avec la fonction exponentielle : lim |z|*e® = 0.
T—r—00

]

Remarque 1.26. L’exzponentielle croit infiniment plus vite que les puissances, qui croissent infiniment plus
vite que le logarithme. Cela se manifeste dans les limites précédentes en notant que, dans le cas de formes
déterminées, c’est la partie “dominante” qui donne la limite.

Proposition 1.27 (Limites classiques).
In(1+ )

1. lim =1,
x—0 x
T _1
2. lim® —1
x—0 x
Démonstration.
In(1 In(1 —In(1
| g 2D g ) =) gy
z—0 x z—0 (1 + x) —1
x x 0
et —1 et —e’ i
2 UICILI(I) . —i%x_ =exp'(0) =1

]

Exemples 1.28. Pour déterminer une limite, on commence par regarder si les limites classiques et les opéra-
tions sur les limites suffisent. Sinon, c’est qu’on obtient une forme indéterminée : il faut alors transformer

I’expression habilement pour faire disparaitre ces formes indéterminées.

In(z34+1) |
zt=5

1. lim
T—>+00

In(z® +1) In(z*+1) 2°4+1 In(z®+1)

X X 1 X . 50
x4 -5 3+ 1 x4 —5 3+ 1 T, 1= a0
—0 —0 —
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. In(z*+1
2. lim H(Z—J;) :
T—+00 A

In(z'+1) (@' +1) 2'+1 In(z'+1) (14 5)"?
1

= X = X — 0
.Iz + 3 I4 + 1 132 4 3 ($4 =+ ].)1/2 1—32 r—+00
o 1
. 631
s a:ggloox+2
6390 632 3
3" 3z, T4 eree S
T+ X X T 00
—+o0 —3
. eS:c
4' xEI-il—loomerl
63x 63:5 y <3$)3 L
= Q.
2+1  (Bz)d a3+ 1 et
—_— ==
R F x373xlna.:+lnx .
5 33—1>r-l¥100 eT+xsinx
2 —3rlng +1lng  o® 1-—3ME e
P : = 2~ 14 Zging .0
e*r + xsinx e + cZSIT  r—deo
—0 _;1
Proposition 1.29 (Inégalités classiques).
1. siz>—1, alorsIn(l+2x) <x;
2. six € R, alors e® > 1+ x.
Démonstration.
1. posons ¢ définie sur | — 1;4o00[ par :p(z) = In(1 +z) — .
1 T
Alors ¢ est dérivable avec : ¢/'(z) = —1=-
v Ao =1 1+
D’ou les variations :
x —1 0 +o0
¢ + 0 -
0
Donc ¢ est négative sur |1; +oo[, ce qui donne I'inégalité voulue.
2. posons ¢ définie sur R par :¢)(z) = e* —x — 1.
Alors 1) est dérivable avec : ¢/'(x) = e — 1.
D’ou les variations :
x —00 0 “+00
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Donc ¢ est positive sur R, ce qui donne l'inégalité voulue.

I.5 Puissances de fonctions par des fonctions

Proposition 1.30. Si u,v sont des fonctions définies sur un intervalle I et dérivables sur I, avec u a valeurs
dans R . Alors la fonction f : x u(z)°®) est bien définie sur I. De plus, elle est dérivable sur I, de
dérivée x — In(u(x))v' (x)u(z)*@ + v(z)u' (z)u(z)"@ -1,

Démonstration. Comme u est a valeurs dans RY , alors f est bien définie.
Pour analyser en détail f, on préfere écrire : f : z +— exp (v(z) - In(u(x))).
Par composition et produits, la fonction f est dérivable sur I, et sa dérivée en x € I est donnée par :

f(z) = (v-In(u))'(z) - exp (v(@)n(u(z))) = (v In(w) (2) - u(z)"

qui donne bien la formule précédente en constatant que :
(v-In(u))'(z) = In(u(z))v'(z) +

]

Remarque 1.31. Cette formule n’est pas a connaitre : elle est la pour illustrer comment étudier ce type de
fonctions, ce qui se fait par passage par ’écriture exponentielle d’une puissance.

Exemple 1.32. Etudions la fonction f:x — .
A cause de la puissance quelconque qui apparait, f est définie sur RY.
De plus, elle est dérivable. On calcule sa dérivée en écrivant que x* = exp(zln(z)), ce qui donne pour tout
reRy -
f(x) = (in(x) + 1)a.

Par stricte croissance de In, on déduit le signe de f' sur R, et donc les variations de f.

Etudions les limites de [ auz bornes de R, :

— en 0 : par croissances comparées, on a .'lir% zln(x) = 0; et donc par composition de limites :
T—>

lim f(z) = lim exp(zln(x)) = lim exp(z) =1
z—0 x—0 z—0

donc lirr(l] (x) = 1; ceci nous dit que f est prolongeable par continuité en 0; on notera g son
T—>

prolongement, qui est donc défini sur Ry par :

¥ st x>0
1 s1 =0 "

— en 400 : liIJ]rn zln(z) = 400 (par calcul direct), et donc par composition :
T—r+00

lim f(xr) = lim exp(zln(z)) = lim exp(z) = +o0

T——+00 T—+00 T—r—+00

donc xgrfoo f(z) = +o0.

On déduit donc le tableau de variations suivant :
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f - 0 +

f T~

Etudions plus en détail f en 0 et en 400 :

— en 0 : on a déja le prolongement par continuité; étudions la dérivabilité du prolongement. Pour
x > 0, le taux d’accroissement de g entre O et x est donné par :

\

o =

it exp(zln(z)) — 1 _ exp(zln(z)) -1

(@) = x x zln(x) n(z)
et par limite classique et produit de limites, on a ainsi : glﬂlir(l] To(x) = —00. Donc g n'est pas dérivable
en 0, mais sa courbe y admet une tangente verticale.
— en 400 :pourx >0, on a :
%x) = 2! = exp((z — 1)In(x))
et donc lim @ = 400 (par caleul direct). Donc la courbe de f admet en 400 une branche

T—r+00
parabolique d’aze vertical.

On a donc le tracé sutvant :

13

0 1/e 1 >

II Les fonctions circulaires

II.1 Le cercle trigonométrique
On se place dans le plan muni d’un repere (O, i , j

).

)



II. LES FONCTIONS CIRCULAIRES 75

Définition II.1. Le cercle trigonométrique est le cercle C de centre O et de rayon 1 : C = {(z,y) €
R? 2% +¢* =1}.

Définition I1.2. Pourt € R, on considére la demi-droite D) issue de O faisant un angle x avec 'aze des
abscisses. Elle coupe C en un unique point M.

On appelle cosinus de t, noté cos(t), l'abscisse de M. On appelle sinus de t, noté sin(t), 'ordonnée de
M.

mm—mm -

Q
O
)
—
&
N

Définition I1.3. Sit € R\ {g + km, k E,Z} = Ukez}_% + km; 5+ lmr[, on définit sa tangente, notée
sin(t)
cos(t)

tan(t), comme : tan(t) =

Proposition I1.4 (Paramétrisation du cercle trigonométrique). Si M (z,y) est un point du cercle, il eziste
un réel t tel que (z,y) = (cos(t),sin(t)). Ce réel est unique a 2w pres.

Démonstration. La demi-droite [OM) fournit I'existence, en prenant pour ¢ 'angle qu’elle fait avec I’axe
des abscisses.

L’unicité provient de la définition méme de 7 : deux valeurs de ¢ doivent différer d’un nombre de tours
entier du cercle, donc d’un multiple entier de 2. ]

Remarque IL.5. En pratique, on utilisera la paramétrisation pour dire qu’il existe un unique t dans |; pi
ou dans [0; 27].

Corollaire I1.6. Sir > 0, et que M (z,y) est un point du cercle de centre O de rayon r, il existe un unique
réel t (a 2m pres) tel que : (x,y) = (rcos(t), rsin(t)).

Démonstration. Pour un tel (z,y), on a : 22 + y* = r?.

Donc, en posant (z/,y') = (f, g), ona:a?+y?=1.
rr
Donc (2,y') = (cos(t), sin(t)), puis (z,y) = (rcos(t), rsin(t)). O
Proposition IL.7. Sit € R, alors :
1. cos®(t) +sin?(t) =1;
2. cos(t + 2m) = cos(t) et sin(t + 27) = sin(t) ;
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3. cos(—t) = cos(t) et sin(—t) = —sin(t) ;

4. cos(m —t) = —cos(t) et sin(m — t) = sin(t) ;

5. cos (g - t) = sin(t) et sin (g - t) = cos(t);

6. sit# 5 +km, keZ:tan(t + m) = tan(m).
Démonstration. 1. théoreme de Pythagore;

2. définition de 7;

3. la symétrie d’axe horizontal transforme D} en DT, ; donc envoie (z,y) = (cos(t), sin(t)) sur (x, —y) =
cos(—t),sin(—t));

4. pareil avec la symétrie d’axe vertical ;

5. pareil avec la symétrie d’axe oblique;

6. découle de 3. et 4..

Proposition I1.8. Les fonctions cos et sin sont 2mw-périodiques.
De plus, cos est paire, sin est impaire et pour toutt € R on a :

cos(z + m) = —cos(x) et sin(x + 7) = —sin(x).
Proposition I1.9. La fonction tan est w-périodique et impaire.

Proposition II.10 (Valeurs remarquables). On a le tableau de valeurs :

N
6 4 3 2
1 2
an(ty |o| L | Y2 V3 1
2 2 2
2 1
cos(t) | 1 é £ = 0
2 2 2
tan(t) | 0 \/?g 1 | V3 | pas défini

s

Démonstration. Les valeurs pour 0 ou 7 sont immédiates. Pour les autres valeurs, on utilise le théoreme
de Pythagore dans des triangles particuliers (isoceéle-rectangle ou équilatéral). O
Proposition II.11. Si a,b € R, alors :

1. cos(a+b) = cos(a)cos(b) — sin(a)sin(b) ;

2. cos(a — b) = cos(a)cos(b) + sm(a)sm(b) ;
3. sin(a + b) = sin(a)cos(b) + cos(a)sin(

( (a)sin(b) ;

)
4. sin(a — b) = sin(a)cos(b) — cos
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tan(a) 4 tan(b)
1 — tan(a)tan(b) ’

t — tan(b
¢ inbamtpg i ke o - S

5. sia,bya+b# 5+ kn, k€Z :tan(a+b) =

Démonstration. On se contente de montrer la deuxieme (les autres en découlent).
On pose M N_E}C avec M (z,y) = (cos(a),sin(a)) et N(z',y") = (cos(b),sin(b)).
Alors : (ON,OM) = (a — ).
—
Donc : ON.OM :_O>M_-?N -cos(a — b) = cos(a — b).
Mais on a aussi : ON.OM = zx’ + yy' = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b).
Ce qui donne bien 1’égalité cherchée. O

Corollaire I1.12. Pour tout a € R :
1. cos(2a) = cos?(a) — sin®(a) = 2cos?(a) — 1 =1 — 2sin*(a) ;

2. sin(2a) = 2sin(a)cos(a) ;

, - 2tan(a)

3. st a, 2a # b + kﬂ', k S 7 : tan(2a) = m

Et ainsi : . ) . )
cos?(a) = 1+ cos(2a) et sin®(a) = 1 — cos(2a)
2 2

Corollaire I1.13. Si a # knw, k € Z, on pose t = tan (%) Alors :

1. sin(a) = 124 ;

2. cos(a) = L‘rg ;

3. tan(a) = {25 (sia # k%, k€ Z)

Démonstration. Montrons par exemple la premiere. A Paide du résultat précédent, on trouve :

2t 2tan(a/2)  _sin(a/2) o .
T2 Tt tan’(al) 2cos(a/2)COS (a/2) = 2sin(a/2)cos(a/2) = sin(a)

ce qui donne bien le résultat cherché.
Les autres égalités se montrent de méme. O

Corollaire I1.14 (Formules de développement). Si a,b € R :

1. cos(a)cos(b) = % (cos(a + b) + cos(a — b)) ;
2. sin(a)sin(b) = % (cos(a — b) — cos(a + b)) ;
3. sin(a)cos(b) = % (sin(a + b) + sin(a — b)).

Corollaire I1.15 (Formules de factorisation). Si a,b € R :

b —b
1. cos(a) + cos(b) = 2cos (a—2|— ) cos (a 5 ) ;
b —b
2. cos(a) — cos(b) = —2sin (a—2|— ) sin (a 5 ) ;

b —b
3. sin(a) + sin(b) = 2sin <%> cos (a 5 ) ;
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4. sin(a) — sin(b) = 2cos (a —2|— b) sin (a ; b).

Corollaire I1.16 (Factorisation générale). Si a,b € R, il existe un réel ¢ tel que :

Vi € R, acos(t) + bsin(t) = vVa? + b2cos(t — ¢).

Démonstration. Si a = b= 0, alors tout réel ¢ convient.

) a 2 b 2 ) .
Sinon, comme | ———] + | ——=—= ] =1, alors il existe ¢ tel que : cos(y) =

a
R et S.
N NZEEN v i)

Et un tel ¢ convient d’apres les formules d’addition. O

Exemple 11.17. Considérons pour t € R [’expression :

cos(t) + V/3sin(t).

R S SV L
12 4+ /3

2
et ainsi on p = § convient. Ce qui donne finalement :

Vt € R, cos(t) + V/3sin(t) = 2cos (t - g) :

Remarques 11.18.

1. En pratique, on commence par regarder cos(p) (ce qui donnep au signe prés), et sin(y) permet de
lever 'ambiguité sur le signe.

2. Ce résultat permet de mieur comprendre les valeurs prises par une combinaison linéaire de sin et

cos. Par exemple, dans 'exemple précédent, on voit que [’expression prend toutes les valeurs entre
—2 et 2.

I1.2 Propriétés des fonctions circulaires

Lemme I1.19. On a les limites :

1. lim sin(¢t) =0

t—0
2. lim cos(t) =1;
t—0
in(t
9 tim S _
t—0 t

Démonstration. Soit h € }0; g[ :
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tan(h) X
sin(h)
H
O cos(h) 1

On a les aires suivantes : .
— le triangle OM1I est d’aire w :
— le secteur angulaire entre [OI] et [OM] est d’aire 2 ;

2
— le triangle ONT est d’aire tan(h),

2
Et donc :
0 <sin(h) < h < tan(h).
1. par encadrement : on trouve lim sin(h) =0;
h—07+

Par parité, on a : lim sin(h) = 0.
h—0—

Donc : lim sin(t) = 0
t—0

s N Ts T _ <20t —1-
2. D’ou: E}% cos(t) =lim (1 —2sin®(%)) =1;

t—0

3. En divisant par sin(h) :

1< h < 1
~ sin(h) ~ cos(h)
in(h
d’ou par encadrement : lim sin(h) = 1.
h—0t+
in(h
Et par parité : lim sin(h) =1
h—0~
in(t
Donc : lim sin(t) = 1.
t—0 t

Proposition I1.20. Pour tout x € R, on a : |sin(x)| < |z].

Démonstration. On procede par disjonction de cas :
— six=0:0k;
— si 2 €]0; 5[ : c’est fait dans la démonstration précédente;
— siw €] — §;0[ : c’est vrai par parité;
— siz¢] -5 5[ alors [z| > 5 > 1> [sin(x)].

79
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Théoréme I1.21. Les fonction sin et cos sont continues et dérivables sur R, avec sin’ = cos et cos’ = —sin.

Démonstration. On utilise le lemme et les formules d’addition.

Continuité : Si z,y € R :
9cos [T Y Y sin (T2 | <2
2 2

donc lim (sin(x) — sin(y)) = 0 : sin est continue en z, donc sur R.
Yy—T

[sin(x) —sin(y)[ =

. [r—y
JRE—— < —
SlH( 5 )‘_|x Y|

Comme Vz € R, cos(x) = sin (x + g), alors cos est la composée des fonctions continues sin et r — x + 7,
donc cos est continue sur R.
Dérivabilité : Six,y € R avec z # y :

sin(a) —sin(y) _ (:c + y) sin (*3%)

Ty 2 ="

et :

— par continuité de cos : lim cos (£2) = cos(z);

y—x
sin( £5¥ in(t
— par le lemme : lim% = limM =1
y—r o t—0 ¢
Donc : lim sin(z) — sin(y) = cos(x).
y—a r—y

Donc sin est dérivable sur R, avec : sin’ = cos.
Par dérivée d'une composée, cos est dérivable et pour tout =z € R :

cos'(z) =1 x sin’ (x + g) = COS (x + g) = —sin(x)

donc cos’ = —sin. O
Corollaire 11.22. Les fonctions cos et sin sont de classe C** sur R.

Démonstration. On prouve par récurrence sur n € N que :

nw nm
Vn e N, cos™ = cos <£C + 7) et sin®™ = sin (m + 7) )
[
Corollaire I1.23. La fonction tan est continue et dérivable sur R\{5+km, k € Z}, avec : tan’ = 1+tan® =
1
cos?
I1.3 Réciproques des fonctions circulaires
Proposition-Définition 11.24. La restriction de la fonction sin a [—g; g} est une bijection strictement

croissante de [—2; 2] sur [—1;1].

Sa réciproque, appelée arc sinus, notée Arcsin, réalise une bijection de [—1;1] sur [—%,%} Elle est
continue, strictement croissante et impaire sur [—1;1].

Elle est dérivable sur | — 1;1] avec : Vo el —1;1], .Arcsin'(x) = \/1;_7

Elle admet en —1 et en 1 des demi-tangentes verticales.

Démonstration. On utilise que sin’ = cos, qui est positive sur [—%; g], s’annulant uniquement en +7.
Les propriétés (croissance, continuité, dérivabilité, tangentes verticales) découlent des propriétés de sin par
théoreme de la bijection monotone.
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Montrons I'imparité de Arcsin : soit y € [—1;1]. Notons z = Arcsin(y), et donc z € [—7; 7] vérifie
sin(z) = y. Ainsi :

—y = —sin(z) = sin(—x).

Comme (—x) € [~3; 7], alors on a : Arcsin(—y) = —x = —Arcsin(y), ce qui montre bien que Arcsin est
impaire.
Montrons la formule de la dérivée de Arcsin. Soit y €] — 1; 1], et notons x = Arcsin(y). Par définition, on

a:x € [—Z;Z], donc cos(z) > 0. Donc : cos(z) = /cos?(z) = y/1 — sin’(z) = /1 — y2. Et ainsi :

Arcsin'(y) = = =

Remarque I1.25. Si y € [—1;1], alors : sin (Arcsin(y)) = y.
En revanche, si v € R, alors : Arcsin (sin(z)) # x, ¢ moins que x € [—2; Z].

Proposition I1.26. On a les représentations graphiques suivantes :

T L
e, S X ,,’ y =
4
| 7
(I
13 7"
4
/7
7/, |
a |
|
o |
|
—TT 2 —1 O |
N
T 1 T T
l 2
. I 4
sin 7,
,/
7k x—1
4
V4 }
4 |
4
A TR x— =
,»° Arcsin 2
4

Proposition-Définition I1.27. La restriction de la fonction cos a [0;7]| est une bijection strictement dé-
croissante de [0; 7| sur [—1;1].

Sa réciproque, appelée arc cosinus, notée Arccos, réalise une bijection de [—1;1] sur [0;7]. Elle est
continue et strictement croissante sur [—1;1].

Elle est dérivable sur | — 1;1[ avec : Vo €] — 1;1[, Arccos'(z) = \/;17

Elle admet en —1 et en 1 des demi-tangentes verticales.

Démonstration. Comme pour Arcsin. m

Remarque I1.28. Siy € [—1;1], alors : cos (Arccos(y)) = y.
En revanche, si v € R, alors : Arccos (cos(x)) # x, a moins que x € [0;7].

Proposition I1.29. On a les représentations graphiques suivantes :
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————————— s
Arccos . 7
| //
| 4
| .7 -7
| S0
| 4
4
] ’
] .7
| 7
] 4
| .7
] ’
| d
|
|
|
|
]
|
]
|
|
1
|
|
|
AV AV
’ 1 7 T
21 - 1 7
4
e 2
d
4
d
e
,/
s x—1
4
4
d
4
4
d
7 >

Proposition-Définition 11.30. La restriction de la fonction tan a }—%; %[ est une bijection strictement
croissante de }—%; %[ sur R.

Sa réciproque, appelée arc tangente, notée Arctan, réalise une bijection de R sur ]—%,%[ Elle est
continue, strictement croissante et impaire sur R.

Elle est dérivable sur R avec : Vx €] — 1;1[, Arctan’(z) = 2

1+x2 "
Démonstration. La stricte monotonie de tan sur | — 7; 7[ découle de I'expression de sa dérivée :
T
Vo €] - 5 5[, tan’(z) = 1+ tan?(z) > 1 > 0.

L’imparité de Arctan découle de 'imparité de tan (et se démontre comme pour Arcsin).

Reste a déterminer I'image de | — 7; 7] par tan. Pour cela, on étudie les limites de tan en +7 :
— en —57 : on a les limites suivantes :
lim sin(x) =—1let lim cos(z)=0"
x—)—gJF x_>_%+
et donc: lim tan(z) = —o0;

_r+
T——5

— en g_ :on a les limites suivantes :

lim sin(z) =1et lim cos(z)=0"

=5 =5
et donc : lim tan(z) = +o00;
=5
ce qui donne bien la bijectivité de tan de | — 7; 7| sur R. O

Remarque I1.31. Siy € R, alors : tan (Arctan(y)) = v.
En revanche, si x € R\ {% + km, k€ Z}, alors : Arctan (tan(z)) # z, a moins que x € }—%;

NI
r

Proposition I1.32. On a les représentations graphiques suivantes :
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N
N

N
N

l l l l
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 |
1 1 1 _ {
1 1 1 y=x , |
1 1 1 1
1 1 1 , 7
1 1 1 1
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4 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

Proposition I1.33. On a :
1. cos(a) = cos(b) & (a=b [27] oua=—b [27] );
2. sin(a) =sin(b) & (a=b 27l oua=7—0b 27 ) ;
3. tan(a) = tan(b) < (a =0 [n] )

Démonstration.

1. Par 2m-périodicité, on peut supposer a,b €] — m; 7).

Comme cos est strictement croissante sur [—; 0], strictement décroissante sur [0; 7], avec cos(—)

cos(m) = —1 et cos(0) = 1, alors :
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— si cos(a) # +£1 : alors cos(a) possede deux antécédents par cos dans | — 7; 7|, qui sont a et —a;

— si cos(a) = £1 : alors a = 0 ou 7, et a est 'unique antécédent de cos(a) par cos sur | — ;7).

Ce qui donne bien 'équivalence cherchée.

2. Le cas de sin se traite de la méme maniere en regardant les variations de sin sur |

3. Le cas de tan découle de la m-périodique et de la bijectivité de tan de ]—7—;;

Proposition I1.34. Si xz € [—1;1], alors :

Arcsin(z) 4+ Arccos(x) = g

us
2

[ sur R.

. 3w

27 210
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Démonstration. Soit x € [—1;1]. Posons : a = Arccos(z) et b = T — Arcsin(z).
Alors a,b € [0;7] et la fonction cos est injective sur [0; 7).

Mais cos(a) = z et cos(b) = sin(Arcsin(x)) = x.

Donc a = b.

Proposition I1.35. Si x € R*, alors :

i

Arctan(x) + Arctan (1) = {

Démonstration. On définit la fonction f sur R* par f(z) = Arctan(z) + Arctan (2).

Alors f est dérivable sur R*, avec :

1 -1 1

:—+—~—:O
14+22 22 1+$—12

Vo e R*, f'(x)

donc f est constante sur chaque intervalle de R*, donc sur R? et sur R*.
On a: f(1) = 2Arctan(1) = 7 et f(—1) = 2Arctan(—1) = —7.
D’ou le résultat.

IIT Les fonctions hyperboliques

Définition II1.1. On définit sur R les fonctions :
. . 3 LE+ —T
1. cosinus hyperbolique, notée ch, par : ch(z) = cre .

eT e~

2. sinus hyperbolique, notée sh, par : sh(zr) = ;

3. tangente hyperbolique, notée th, par : th(z) = >

Proposition II1.2. Pour tout x € R, on a : ch?(x) — sh?(z) = 1.

Démonstration. Soit x € R. On a :

_ 2 — 2
T T T T 1
ch®(z) — sh*(z) = (i) - <i> =7 (24 e — (e =24 ¢7)) = 1.

2

Proposition II1.3. La fonction ch et paire, dérivable sur R de dérivée sh.
Elle vérifie : lirll ch(z) = lim ch(z) = +o0.
T—>+00 T—r—00

Démonstration. Si z € R, alors : ch(—z) = <= = ch(x) donc ch est paire.
Elle est dérivable avec, pour tout = € R :

ch'(z) = ———— = sh(x).

Comme lim e* = 400 et lim e* =0, on trouve les limites voulues.
T—r+00 T——00

Proposition II1.4. La fonction sh et impaire, dérivable sur R de dérivée ch.
Elle vérifie : liril sh(z) = +o00 et lim sh(z) = —o0.
T—+00 T——00

Proposition II1.5. La fonction th et impaire, dérivable sur R de dérivée Ch% =1—th®

Elle vérifie : lim th(z) =1 et lim th(z) = —1.
T—+00 T——00
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xr | —0o0 0 —+00 xr | —00 0 —+00 xr | —00 0 400
ch’ - 0 + sh’ + 1 + th’ + 1 +
+00 +00 +00 1
ch \\\\\\ ////// sh 0 th 0
_— /
1 —00 —1

sh
ch
th
3 2 1 1 2 3
_1 |
_2 |
_3 4

Proposition II1.6. Pour tous a,b € R, on a :

1.

ch(a 4 b) = ch(a)ch(b) + sh(a)sh(b) ;

2. sh(a +b) = sh(a)ch(b) + ch(a)sh(b) ;
3 th(a, + b) — th(a)+th(b)

1+th(a)th(b) °

Proposition-Définition IT1.7.

1.

La fonction ch réalise une bijection strictement croissante de [0; +oo[ sur [1;+oo[. Sa réciproque,

notée argch est dérivable sur |1;+o0| avec : Vo €]1;+00], argeh’(z) = T
x j—

La fonction sh réalise une bijection strictement croissante de R dans lui-méme. Sa réciproque, notée
1

Va2 +1

La fonction th réalise une bijection strictement croissante de R sur | — 1;1[. Sa réciproque, notée

argsh est dérivable sur R avec : Vr € R, argsh’(z) =

argth est dérivable sur | — 1;1[ avec : Vo €] — 1;1[, argth’(z) = —

Démonstration. L’existence et la dérivabilité découle des points précédents.

Si  €]1; +oo[. On note y € R% tel que ch(y) = x. Alors : argeh’(z) = TR

1

Comme ch®(y) —sh®(y) = 1, alors sh(y) = £v/22 — 1. Mais y € R* , donc sh(y) > 0, et : sh(y) = Va2 — 1.

1

Et finalement : argeh’(z) = —==.
Et pareil pour les autres. O
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Remarque II1.8. Les réciproques des fonctions circulaires hyperboliques s’expriment explicitement de la
maniere suivante :

1 1
Argch(z) = In (:c +Va? — 1> , Argsh(z) =1In (1: + Va2 + 1> et Argth(z) = iln (1 i x> :
-z




Chapitre 8

Les complexes

I L’ensemble C

Définition I.1. On note i une solution de ’équation x> +1 = 0.
On définit alors l’ensemble C des complexes comme :

C={a+ibla,beR}.

Sia,b € R et z = a+1ib, on dit que a est la partie réelle de z, notée Re(z), et que b est la partie
tmaginaire, notée Im(z). Et l’écriture z = a + ib est appelée écriture algébrique de z.

Remarque 1.2. Un nombre complexe est enticrement déterminé par ses parties réelles et imaginaires,
c’est-a-dire que :

. . a = d

Va,a', b, € R, a+zb:a’—|—zb’(:>{ b o— i

Remarques 1.3.
1. L’ensemble des réel est [’ensemble des complexes de partie imaginaire nulle.

2. On appelle tmaginaires purs ’ensemble iR des complexes de partie réelle nulle.
Proposition I.4. Si a,d’,b,b' € R, on a les écritures algébriques :

1. (a+ib) + (d +ib) = (a+d)+i(b+ V) ;

2. (a+iy) x (¢ + V') = (ad" — V) + i(zy’ + ya').

Proposition-Définition 1.5 (Inverse). Si z € C*, alors il existe un unique w € C* tel que zw = 1 : on

l'appelle l’inverse de z, et on note w = %

Démonstration. On procede par analyse-synthese. On pose z = a + ib et w = x + iy.

Alors :
w=1 = (ax—by)+i(br+ay)=1

N ar —by = 1
br+ay = 0
[ a’x —aby = a
N aby +b?x = 0
abr — by = b
> abr +a*y = 0
a
r = —
a? + b2
= B b
L Y= e + b2
ol aQ—i—bQ#Ocommez;ﬁO:
Réciproquement : w = % vérifie bien wz = 1. O

87



38 CHAPITRE 8. LES COMPLEXES

4 — . N .
Définition 1.6. Etant donné (O, i, j) un repére du plan, on associe a tout point M(x,y) le complexe

z=x+1y. On dit alors que z est Uaffize de M, ou que M est_l;z'mage du compleze z.
On dira également que z = v + iy est Uaffixe du vecteur U=zi+ Y-

II Conjugaison et module

Définition I1.1 (Conjugué complexe). Si z = a + ib (forme algébrique), le compleze Z = a — ib est appelé
conjugué (complexe) de z.

1 1
Proposition I1.2. Si z € C, alors Re(z) = 5(2 +7Z) et Im(z) = 2—(,2 —Z).
)
Corollaire I1.3. On déduit les équivalences suivantes :
1. zeR&Im(z) & 2=7%;
2. z€iR& Re(z) & 2=-%2;

Proposition I1.4. Si 2,2 € C et A € R*, alors :

L7 d=7+7;

2. Xz =)\zZ;
3. 22 =7 ;
DV 1
4 siz#O'z—:Zjet—::;
z  Z z Z
53 @:z

Remarque I1.5. En particulier, on déduit que ’application z — Z est une application R-linéaire sur C que
est involutive (et elle est donc bijective)

Définition I1.6 (Module). Si z = a + b (forme algébrique), on appelle module de z le réel positif ou nul

défini par :
|z| = Va? + b2

Proposition I1.7. Si z € C, alors : |z| = V22 = |Z|. Et ainsi :

1. Si z € C :|Re(2)] < 7| et Im(2)] < |z|;

2. 12| =0&2=0;

3. siz2#0 :z_l:i;

|22

2]

:m (siz' #0).

4. siz,2 € C |22 =|z] - || et i/

Démonstration. Notons z = a + 1b. Alors :
2Z = (a+1ib)(a — ib) = a® + b?
Le reste en découle. [

Remarque I1.8. On déduit que, si z € C et A € R : |Az] = |A| - |2].

1
Corollaire I1.9. Pour z € C*, on a l’équivalence : |z| =1 & - =Z.
z

Théoréme II1.10 (Inégalité triangulaire). Si z, 2’ € C, alors :
L z+2| <|z|+7];
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2. |l = [Zl < |z = 2.

De plus, il y a égalité dans les deux cas si, et seulement si, z et 2’ sont positivement liés : 2/ = 0 ou il
existe A € R tel que z = \7Z'.

Démonstration. Si z,z" € C, alors :

— |2+ 2P = ]z|2 + \z’|2 + 2Re(z2') ;

— |z =22 = |22 + |7|* — 2Re(22) ;

— (el + 12])" = |2” + 2] + 2|22

— |lz| = [Z1* = |2 + |2']* = 2[Z|.
Les inégalités découlent de : —2|z2'| < £2Re(22/) < 2||27/|.
On a égalité dans la premiere si, et seulement si : Re(z2') = |22/], c’est-a-dire 22’ € R,. Tout va bien si
z/ = 0. Sinon, on a : B B

/

z:ZZ:/: S

m{z\z
% ~
A\

Et pareil pour la seconde inégalité. O

Remarque I1.11. On les regroupe dans la double inégalité :
2] = 12']] < |z £ 2] < [2] + |2'].

Corollaire I1.12. 5% zy,. .., z, sont des complezes, alors :

n
2k

:|z1—|—22-|-...-|-zn|g|z1|+|22|+...+|zn|zzlzk|
k=1 -

avec €qgalité si, et seulement si, tous les z sont deuz-a-deux positivement liés.

Démonstration. Par récurrence. O

III Trigonométrie et exponentielle complexe

ITII.1 Argument d’un complexe

Définition III.1. On note U l’ensemble des nombres complexes de module 1 :
U={zeC||z| =1}

Proposition II1.2. L’ensemble U est stable par produit, quotient et conjugaison :

z
V2,2 €U, 22/ €U, —eUetzel.
2

Démonstration. Découle des propriétés du module. O

Définition ITI.3 (Exponentielle complexe). On définit l’exponentielle complexe sur les imaginaires purs
par : ‘
VO € R, € = cos(#) + isin(6).

Exemples I11.4. On a les valeurs particulieres :

T

70 Zim _ 1 i —iT 7 = —q.

i .
, e =" =—1,e2=1qe¢€te

Proposition IIL.5. Si 0,05 € R et k € Z, alors :
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1. ¢iO2km) _ ity .

9. ¢iltrt2) — it i .

5 i _ "
eif2 ’

4. it = it ;

5. e =1.

Démonstration. Découle des propriétés de cos et sin. Montrons par exemple I’exponentielle complexe d'une
somme. On a :
elO1+02) = cos(f; + Oy) + isin(6; + 6y)
= cos(6;)cos(bs) — sin(6;)sin(by) + i (cos(#;)sin(bs) + sin(6;)cos(b))
= (cos(b) + isin(6,)) (cos(6y) + isin(6s))

_ pith it
O
Proposition IIL.6. L ‘identification de C au plan R? identifie ’ensemble U au cercle trigonométrique C.
Ainsi, pour tout z € U, il existe € R (unique a 27 pres) tel que : z = cos(f) + isin(f) = €.
Démonstration. Si z est l'affixe de M (x,y), alors :
zeUse?+y =1 MecC.
Le reste découle de la paramétrisation de C. O
Corollaire IIL.7. La fonction définie de R X] — ;7] sur C* par : (r,0) — re® est bijective.
Démonstration.
— surjectivité : si z € C*, alors é € U et on applique la proposition ;
— injectivité : si z = 1€ = rye?2 alors : | =1y car |z| = r; = ro; et 6; = 0, [27], donc 6 = bs.
O

Définition ITL.8 (forme trigonométrique). Tout nombre complexe non nul z s’écrit sous la forme z = re®,

pour r > 0 et 0 € R. Cette écriture s’appelle forme trigonométrique.

Le réel r est unique, et est le module de z.

Le réel 0 est unique a 2w pres, et est un argument de z.

L’unique argument de z dans | — ;7| est appelé argument principal de z, et est noté arg(z).

Proposition II1.9. Si z, 2’ € C* et A € R*, alors :
1. arg(zz') = arg(z) + arg(?’) [27];
2
2. arg (;) = arg(z) — arg(Z) [27];
1
3. arg(z) = arg (;) = —arg(z) [27];
B A arg(z) siA>0

4 arg(Az) = arg (A) - { arg(z)+m siA<0

Démonstration. Les résultats découlent des propriétés de I’exponentielle complexe. Détaillons la derniere.
Soit z = re? (forme trigonométrique) et A € R*. Alors :

Ny — (Ar)e® si A >0 avec Ar >0
TT (=Ar)E®  gi X < 0 avee (—Ar) > 0

donc les écritures précédentes sont bien des formes trigonométriques, ce qui donne bien I'argument voulu.
]

Remarque II1.10. On déduit que z,z" € C* sont positivement liés si, et seulement si, ils ont méme arqu-
ment.



III. TRIGONOMETRIE ET EXPONENTIELLE COMPLEXE 91

IT1.2 Formules classiques
Proposition II1.11 (Formules d’Euler). Si 0 € R, alors :

i0 —i0 i0 —if
e’ +e e’ —e

— etsin(f) = ———
2 (9) 21

Méthode II1.12. Les formules d’Euler permettent de linéariser cos™(6) ou sin™(6) :

1. on applique les formules d’Euler ;

cos(f) =

2. on développe la puissance avec le binome

3. on regroupe les termes pour faire apparaitre des cos(kf) ou sin(k@) avec la formule d’Euler.

Exemple I11.13. Linéariser cos*(6) :

cos*(f) = §%)4 - %Zi—o (4) ekt e—it4=k)0

= (€40 4 420 4 6+ 4620 4 ¢419)
= i6 6110 4+ ¢4i0) 4 4(e=20 4 ¢2) 4 6]
_ L (2cos(46) + 8cos(26) + 6)

—_ . =

——

1
= —cos(40) + 5008(29) + g

Proposition IT1.14 (Formules de I’angle moitié). Si 0,60, € R, alors :

co

.01

i 0 (0 _0 o1
1.1+6Z01:€l2<612 +e 2>:2COS(%1)6Z2;
i 0 (0 _0% .. ;01
2.1—6’91:el2<el2—e 2)2—22811&(%1)6’2;
. . . . _ _ .01+6o
3. 6191 + 67,92 — 67,91 (1 + 61(92 91)) — 92¢0s (91292) el ;
. ) ) ) . _ 61465
4. 6191 _ 6192 — 6161 (1 _ 61(6’2—01)) — 924sin (01292) el
Remarque II1.15. On retrouve les formules de factorisation de sommes de sin ou cos.

Méthode II1.16. Ces formules permettent de factoriser ou d’exprimer plus simplement des sommes d’ex-
ponentielles complexes, de sin ou de cos.

Exemple IT1.17. Calculer C' =1+ cos(f) 4 cos(20) + - - - + cos((n — 1)) = 31—, cos(kd).
Posons S =3 1—csin(kf) et E = C +iS (de sorte que C = Re(E) et S = Im(E)).
Alors : B = Y7~ (cos(k) + isin(kf)) = Y270 e*0 = S0 (e0)F,

— 510 =027 : alors E=n, doncC=net S=0;

— si0 %0 [27] : alors on a une somme géométrique de raison e # 1 :

B o x i
—2isin (%) 'y
—2isin (4) e’
sin (%) iln=1)%

sin (g)

Et donce :
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Proposition IIL.18 (Formules de Moivre). Si 0 € R et n € N, alors : €™ = ()", Et ainsi
cos(nf) + isin(nf) = (cos(#) + sin(h))" .

Méthode II1.19. Les formules de Moivre permettent d’ezprimer cos(nfl) ou sin(n#) comme des polynomes
en cos() et/ou sin(0).

Exemple I11.20. Ezprimer cos(30) comme un polynéme en cos() :

cos(36) +isin(30) = (cos(f) + isin(6))®
cos®(6) + icos?(x)sin(6) —i—3izcos( )sin?() + 3sin®(0)
= (cos®(8) — 3cos(#)sin()) + i (3cos?(9)sin(F) — sin®(6))

Et en identifiant les parties réelle et imaginaire, on trouve :
cos(30) = cos®(0)—3cos()sin?(A) = 4cos®(#)—3cos(0) et sin(30) = 3cos?(0)sin () —sin®(9) = —4sin®()+3sin(6).

Remarque II1.21. On peut toujours exprimer cos(nf) comme un polynéme en cos(f). On peut seulement
exprimer sin(nf) comme un polynome en sin(6) si n est impair.

Définition IT1.22 (Exponentielle complexe). Si z = x + iy (forme algébrique), on définit l’exponentielle

de z par :
4 x

exp(z) = e = e” - e = € (cos(y) + isin(y)) .

Remarque II1.23. Comme : Vo € R, e® > 0, alors e - ¥ est la forme trigonométrique de €. De sorte
que : |e*| = e et arg(e?) = Im(2) [27].

Proposition II1.24. Si 2,2’ € C, alors :

Proposition I11.25. Si a € C, alors l’'équation e* = a :
— n’a pas de solution sia =0 ;
— a une infinité de solutions si a # 0, a savoir : {In|a| + i(arg(a) + 2km) | k € Z}.

IV Résolution d’équations algébriques

IV.1 Racines n-émes

Définition IV.1. Sin € N*, et a € C, on dit que z est une racines n-eme de a si 2" = a.

Lorsque a = 1, on parle de racine n-éeme de l’unité, et on note U, [’ensemble des racines n-eme de
['unité.

Proposition IV.2. L’ensemble U,, posséde n éléments :

U, {wk—ezfﬂ]keZ} {wk 2m|/§€[[0 n—l]]}
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Démonstration. Comme 0" = 0, alors 0 ¢ U,,.

Soit z # 0. On écrit z = re? (forme trigonométrique) :

n_—1
neinﬁ_l.eiO

"=1et nd =0 [27]
V1=1 (carr > 0) et nf = 2k, k € Z

21

evlfﬂ, keZ

ze U,

toe0e

ce qui donne la premiere égalité.

La seconde se déduit par 27-périodicité de 6 — €. O

Exemples IV.3.

1. Uy = {+1};
2. Uy = {#1, +i};

2im 2im

3. Us={l,e5 e} = {1,772} avec j = 5.

Corollaire IV.4. Sin € N* et a € C*, alors a posséde exactement n racines n-émes. Si l’on note a = re®
leur ensemble est :

)

{{L/Feiﬂikw |k e [0;n— 1]]} ={z xwl|lweU,}
ou 2y est une racine n-eme quelconque de a.

. . . 7 1e j 0+2km .
Démonstration. 11 est immédiat que les /e’ »  sont des racines de a.

Réciproquement, si zy est une racine n-eme de a, alors zy # 0 et :
n
l=ae =2 |—) =1 —cU,
20 20
ce qui donne le résultat. O]
Proposition IV.5. Sin € N* et a € C*, alors la somme des racines n-émes de a vaut 0.

Démonstration. On fait apparaitre une somme géométrique de raison e . ]

Remarque IV.6. Les racines n-eme de a sont les sommets d’un polygone régulier a n cotés, inscrit dans
le cercle de centre O de rayon {/|a| :
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C(O,Vr)

dim

20€ 5

Gim

2p0€ 5

Le barycentre de ces points est l’origine du plan, ce qui illustre :

Z z=0.

z€C, z"=a

Exemple IV.7. Calculons le cosinus et le sinus de 2?”

- 77 . \ e 2im dirm , .
Considérons les racines 5-émes de lunité : 1,e*5 eT5 . Comme leur somme vaut 0, on déduit que :

2 47
1+2 — 2 — ] =0.
+ cos<5>+ cos<5)

Par formule de duplication, on a : cos (%”) = 2cos? (2?”) — 1, et donc cos (2?“) est solution de l’équation :

422 + 22 — 1= 0.

—2+v20 +V5-1

Les solutions sont
8 4

], alors cos (2”) > 0, et donc : cos (%”) =

2 s
5 2 5
2% € [0; 2], alors sin (2£) > 0, et donc :

IV.2 Racines carrées

Comme

Comme

Méthode IV.8. On note z = x +1iy une racine carrée de a+ib (c’est-a-dire 2> = a+1ib). Trouver z revient
a résoudre (dans R) le systéme :

2+ y* = a2+ (en regardant le module)
x? — q? a (en regardant la partie réelle)
2oy = b (en regardant la partie imaginaire)



IV. RESOLUTION D’EQUATIONS ALGEBRIQUES 95

On trouve x et y (au signe prés) avec les deux premieres égalités. On trouve le signe avec la derniére.

Exemple IV.9. Trouver les racines carrées de —5 + 12i : on les cherche sous la forme z = x4+ 1y. On a :

2 +y? = /H24+122=13

x2_y2 — _5
20y = 12
FEt ainsi :
2 = 4
yt =9

xy > 0 donc x,y de méme signe

Donc les deux racines carrées de —5 + 12¢ sont 2 + 3i et —2 — 31.

Proposition IV.10. Soient a,b,c € C avec a # 0, A = b>—4ac et § une racine carrée de A. Alors I’équation
az’* +bz+c=0 admet :

—b
1. une seule solution st A =0, a savoir zyp = 5
a
==
2. deuz solution si A # 0, a savoir : 219 = 5
a

Démonstration.

2
A
az?+bz+c=0 < a{zQ—i-éz—FE}:O@(z—i— b> - —=0

a a 2 42
< <z—|—i)2:(i 2<:>z+£: 5
2a 2a 2a 2a
B —b+4
2

]

Proposition IV.11 (Relations coefficients-racines). Si a,b,c € C avec a # 0, et que z1, zo sont les solutions
(éventuellement confondues) de l’équation az* + bz + ¢ =0, alors :

b

2129 = ¢ et 21+ 29 = ——.
a a
De plus, on a : az* + bz +c=a(z — z1)(z — 22).
Corollaire IV.12 (Systemes somme-produit). Si s,p € C, les solutions du systéme :
{ r+y = S
ry = p

sont les couples de solutions de l’équation z*

précédente possede deux solutions distinctes.

—sz+p =0, formés de complexes différents si [’équation

Exemple IV.13. On considere le systeme :

r+y = 3+ 3
ry = b

On lui associe 'équation : 2* — (3 + 3i)z + bi.

Ona: A= —2i, doncd=1—1 est une racine carrée de A.
34+3i+(1—1) ‘ .
=241 oul+ 2:.

2
Et les solutions du systéme sont (2 + 14,1+ 2i) et (1 + 20,2 + 7).

Donc z 9 =
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IV.3 Equations polynomiales

Définition IV.14. Pour n € N, on appelle fonction polynomziale a coefficients complexes de degré
n une fonction P : C — C définie par : Vz € C, P(2) = a 2" +ap 12" 1+ +a1z+ag, ot ag,...,a, € C
et a, # 0.

Une racine de P est une solution de l’équation P(z) = 0.

Proposition IV.15 (Factorisation des polynomes). Sin > 1 et si zg est une racine de P, alors il ezxiste une
fonction polynomiale ) de degré n — 1 telle que :

VzeC, P(z) =(z—2)Q(2).

Théoréme IV.16 (d’Alembert—-Gauss). Toute fonction polynomiale a coefficients complezes de degré > 1
possede une racine dans C.

Remarque IV.17. I faut étre dans C : la fonction x — 2?> + 1 n’a pas de racine dans R par ezemple.

Corollaire IV.18. Si P est une fonction polynomiale a coefficients complezes de degré n > 1, alors il existe
a€C*etz,... Bz, €C tels que :

Vz2eC, P(z)=a(z—21)(z — 22) ... (2 — zp).

V Interprétation géométrique des nombres complexes

Proposition V.1. Si A, B sont deuzx points du plan d’affixes respectives z4 et zg, alors le vecteur B a
pour affize zp — za. Sa norme vaut |zp — za| et son angle avec l'axze (O, x) est arg(zp — za).

Plus généralement, si C' est un autre point d’affixe zc, alors l’angle BAC = (1@, @) est égal a arg(zc —
Z0 — ZA

za) —arg(zp — za) = arg | — .
ZB — ZA

Proposition V.2. On a les équivalences :

1. A, B,C alignés < (arg (M) =0 [ﬂ']) & <w € R) ;

ZB — RA ZB — ZA

ZB — %A ZB — ZA

2. (AB) et (CD) sont perpendiculaires < (arg <M) = g [7r]> = (M € iR).

Définition V.3. Une transformation du plan est une bijection f : R? — R? ou f : C — C (en
assimilant le plan a C).

Proposition V.4. On a les transformations suivantes du plan :
1. Uapplication z — Z est la symétrie d’aze (Ox) ;
2. si b e C, l'application z — z + b est la translation du vecteur d’affixe b;

3. si A€ R et zy € C, Uapplication z — XNz — z4) + 24 est U’homothétie de centre A (d’affive z4) et
de rapport r ;

4. si0 € R et w € C, lapplication z — €?(z — w) + w est la rotation de centre Q (d’affive w) et
d’angle €.

Théoreme-Définition V.5. Une stmalitude directe est une transformation du plan qui préserve les angles
orientés.

Vue comme une application de C dans C, toute similitude s’écrit sous la forme z — az + b, ot a,b € C
avec a # 0.

Sia#1, f posséde un unique point fixe 0 (un point qui est sa propre image par f) : on dit alors que f
est la similitude directe de centre ), de rapport |a|, et d’angle arg(a).
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Démonstration. Toute application z — az+0b avec a # 0 est bien un similitude directe (il suffit de regarder
les arguments).
Réciproquement : soit f un similitude.

Lemme V.6. Une similitude préserve les rapports de longueurs.

Preuve du lemme : Soient A, B, M, N quatre points du plan distincts, d’images respectives A’, B', M', N'.

AB
Comme les angles sont conservés, alors les triangles ABM et A’B’M’ sont semblables. Donc : =

A'B
AM BM

A'M' B'M'"
AM AN MN
De méme, avec les triangles AMN et A’M'N' : M AN N
AB A'B
Etdonc:m:M/N/. O

Considérons O, A, M d’affixes respectives 0, 1, z. Notons O’, A’, M’ leurs images par f, et b, ¢, 2’ leurs affixes.
La conservation des angles et des rapports de longueur donne :
oO'M OM

_ TOM — AOT
5v = oq o AOM = A0M

donc, par égalité des modules et arguments :

z’—b_z—()
c—b 1-0

et donc : 2 =az+b, aveca=c—b #0.
L’existence et I'unicité du point fixe si a # 1 vient du fait que pour un tel a :

z=az+bs z—az=bs z=

1—a
Il

Remarque V.7. Parmi les transformations précédentes, seule la conjugaison n’est pas une similitude di-
recte : elle change tout angle en son opposé.

Proposition V.8. La composé de deux similitudes est une similitude.

Proposition V.9. On considére la similitude directe f : z — az +b. Alors :
1. sia=1 : alors il s’agit d’une translation ;
2. sia#1:si€) est son point fize, f est la composée de la rotation de centre ) d’angle arg(a) et de
I’homothétie de centre Q) de rapport |al.
Démonstration.

1. sia=1:alors f:z+ 2+ best la translation de vecteur d’abscisse b;

2.sia#1:alorsw = 1 vérifie f(w) = w. On note : a = Ae®, h: z = A(z — w) + w 'homothétie
—a

de centre Q de rapport A, et r: 2 — (2 — w) + w la rotation de centre ) d’angle t. Alors :

(hor)(z) =

b it
1_a+)\e (z—

=a

):az—l—bl_ab:az—l—b:f(z)

l1—a —a
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Exemple V.10. On considere lapplication f: z+— (1 +1d)z + 3. Alors :
3 3
— lunique point fixe de f est le point Q d’affite —— = — = 3i;
1—(1+4) —i
— f est la composée de I’homothétie de centre Q de rapport |1 +i| = /2 et de la rotation de centre
d’angle arg(1 +1i) = 7.

VI Fonction complexe d’une variable réelle

Définition VI.1. Soit I un intervalle de R, et p : I — C. On note @y et ps les parties réelle et imaginaire
de @, c’est-a-dire les fonctions définies de I sur R par : ¥Vt € I, ¢1(t) = Re(p(t)) et po(t) = Im(p(t)) (de
sorte que ¢ = p1 + ip3).

On dit que @ est continue (resp. dérivable) en ty € I si @1 et g le sont. Et pour la dérivabilité, on pose :

¢ (to) = @i (to) + iwy(to).

Proposition VI.2. Si f, g sont des fonctions dérivables sur I a valeurs dans C, et A\ € C, alors on a les
fonctions dérivées suivantes :

1. (f+Xg) = f + A (la dérivation est linéaire) ;

2. (f9) =[f9+ 19 ;

Ny '
3. si g ne s’annule pas : <—) = _9_2 :

g g
/ o /
4. si g ne s’annule pas : <i) = M
g g

Démonstration. Toutes les formules découlent de la dérivabilité des fonctions a valeurs réelles, en ramenant
le calcul a des dérivées de combinaisons linéaires, produits ou quotient de fonctions réelles. Montrons par
exemple la formule pour le produit.

Soient f,g deux fonctions a valeurs complexes dérivables sur I, et notons f; = Re(f), fo = Im(f),
g1 = Re(g) et go = Im(g). De sorte que :

fa=(fitifs) (91 +1ig92) = (fr91 — fage) +i(frg2 + fogn).
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Par dérivée d'un produit (pour les fonctions a valeurs réelles), on déduit que Re(fg) et Im(fg) sont
dérivables, donc fg aussi, de dérivée :

(f9)" = (figr + frdhy — f292 — fa95) +i(fi92 + f195 + foor + fagh)

tandis que I'on a :

flg = (fi+ifs) (g1 +ig)
= (fin .—fégz)‘i‘ii (fig2 + fa91)
fg = (fi+ifa)- (g1 +igs)
= (fig1 — f295) + i+ (f195 + f291)
ce qui donne bien 1'égalité voulue. O

I —- C

PR est dérivable sur I,

Proposition VI.3. Soit ¢ : I — C dérivable. Alors la fonction 1) : {
avec 1Vt € I, '(t) = ¢ (t)e?®).
Démonstration. On pose p; = Re(p) et w2 = Im(p).
Sixel: 4

(t) = e?1Wei2(t) — 21 (cos(py(t)) + isin(pa(t))) .
D’ou :

{ Pi(t) = Re(y(t)) = enWcos(pa(t))
Ya(t) = Im(y(t)) = e Usin(pa(t))

Comme ¢ est dérivable, 1 et @5 aussi, donc 1, et ¥y aussi. Et on a :

/ — (,Dl(t) /
1

Bt = e

Donc 9 est dérivable, avec pour tout ¢ € [ :

Y(t) = ()+W2()
= e [0) +ighO)cos(galt) + (~l0) + i (0)sin(oa(0)]
= O (1) + igh(1)e
= P()e

Exemple VI.4. Si o € C, la fonction f :t— exp (aln(t)) est dérivable sur RY.. Sit € R, alors :

lno(ét)exp (aln(t)) = aexp ((a — 1)In(t))

c’est-a-dire que, avec l’abus de notation f(t) =t on trouve : f'(t) = at®™!.

f1(t) =
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Chapitre 9

Primitives

I Primitives et intégrales

I.1 Généralités sur les primitives

Définition 1.1. Si f est définie sur un intervalle I, on dit qu’une fonction F dérivable sur I est une
primitive de [ si F' = f.

Exemples 1.2.
1. x+— 2% ou x — 23 — 4 sont des primitives de x — 322 sur n’importe quel intervalle de R ;
2 .
2 { . gGax>0

2. x> signe(z)% = 25 <0 est une primitive de v — |x| sur R.
six <

T2
Proposition 1.3. Si I est un intervalle, f: I — R et F' une primitive de f sur I, alors les primitives de f
sur I sont exactement les fonctions F'+ X\, pour \ € R.

Démonstration. Si F' est une primitive de f, et G une fonction dérivable sur I, alors :
G primitive de f & G' = F' & (G — F)' =0 & G — F est constante.
O

Remarques 1.4. 1. Ce résultat dit que, s’il existe une primitive, il en existe un infinité. Mais il ne dit
pas qu’il en existe.

2. Le résultat est faux si I n’est plus un intervalle. Par exemple, les fonctions Ig: et Lg- sont des
primitives de la fonction nulle sur R*, mais ne different pas d’une constante. Mais il permet quand
méme de chercher des primitives : par exemple pour chercher une primitive de x +— |x|, on peut
regarder les primitives de x — x sur Ry et de x — —x sur R_, puis chercher a recoler ces primitives
en une fonction dérivable sur R.

Théoréme 1.5 (Théoreme fondamental de 'analyse). Si f est continue sur un intervalle I, alors f admet
une primitive.

Démonstration. Admis (pour le moment). O

Corollaire 1.6. Si f est continue sur un intervalle I et (xg,yo) € I X R, alors il ezxiste une unique primitive
F de [ sur I telle que F(xq) = yo.

Remarque 1.7. [ existe des fonctions non continues qui ont des primitives. Considérons par exemple la
xsin (%) six #0

0 six=0"
La fonction f est dérivable sur R :

fonction f : x —

101
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— sur R* : par composée et produit, f est dérivable sur R* avec : Vx € R*, f'(x) = 2zsin (1) — Cos (%)

— en0 : % = xsm( ) —> 0 par encadrement. Donc f est dérivable en 0 avec f'(0) =0

Mais [ est une primitive de f’ (quz est bien définie), c’est-a-dire que f' admet une primitive sur R. Mais
f' n’est pas continue en 0 car f'(x) n’a pas de limite quand x tend vers 0.

En effet : 2(ESIH( ) tend vers 0 en 0 (par encadrement) mais cos (1) n'a pas de limite en 0 (car cos n'a
pas de limite en +00).

I.2 Intégrale d’une fonction continue

Proposition-Définition 1.8. Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et F' une primitive de f sur
1. Sia,bel, on définit I'intégrale de f entre a et b comme :

b
/ f(H)at = [F(t)]" = F(b) — F(a).

Cette quantité est bien définie, et ne dépend pas du choiz de F'.

Démonstration. 11 suffit de voir que cette quantité ne dépend pas du choix de F'. Soient G, F' deux primitives
de fsur I, et A € R tel que G = F + A\

Alors : G(b) — G(a) = F(b) + A — F(a) — A = F(b)F(a). O
Remarques 1.9.

1. On donnera une autre définition de l'intégrale (pour des fonctions plus générales que les fonctions
continues). Et on verra que les deux définitions coincident.

2. Une intégrale est un peu comme une somme : la variable d’intégration correspond a l’indice de
sommation. On peut donc changer sa dénomination, et il n’a pas de sens hors de l'intégrale.

3. Cette définition n'a de sens que si f est continue (donc f doit avoir une primitive de classe C1).
Proposition 1.10. Si f, g sont deuz fonctions continues sur le segment [a;b], et A\, u € R, alors :

1. f: (Af(t) + pg(t <f f(t dt) + (ffg(t)dt) (linéarité de l'intégrale) ;

2. sic € [a;b] f f)dt = [T f(t)dt + fcbf(t)dt (relation de Chasles) ;
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3. [P F)dt = — [°f(t)dt;

4. si f >0 sura;b] : fab f(t)dt > 0 (positivité de l'intégrale) ;

5. 81 f > g surla;b] : f;f(t)dt > fabg(t)dt (croissance de l'intégrale).
Démonstration.

1. par linéarité de la dérivation, AF' + uG est une primitive de \f + uG, et donc :

ST OF) +pg(t) dt = AF(b) + pG(b) — AF(a) — uG(a) = A (F(b) — F(a)) + 1 (G(b) — G(a))
— A ( I f(t)dt) o ( I g(t)dt)

2. [, f()dt = F(b) = F(a) = (F(c) = F(a)) + (F(b) = F()) = [7 f(1)dt + [ f(t)dt;
3. [y J()dt = F(b) = F(a) = — (F(a) = F(b)) = — J;" f()d
4. si f >0, alors F est croissante, donc F'(b) > F(a) et ainsi : fabf(t)dt = F(b) — F(a) > 0;
5. on applique le résultat précédent a f — g.
O

Remarque 1.11. La croissance de l'intégrale se comprend en terme d’application sur des ensembles ordon-
nés. Cela revient en fait a dire que 'application :

_{f([a,b],ﬂea) =~ R
‘ o [P f)dt

est croissante, en munissant F([a,b],R) de l'ordre partiel défini par g < f si, et seulement si, Vt € [a, b],
g(t) < f(t), et qu’on munit R de son ordre usuel <.

Proposition 1.12. Si f est continue de signe constant sur |a;b|, alors :

b
f:O@/ f(t)dt = 0.

Démonstration. La premiere implication découle de la linéarité car alors f =0 - f.

Réciproquement, si fab f(t)dt = 0 : on peut supposer f > 0 sur [a;b] (quitte a changer f en —f). On a
donc : F(b) = F(a). Mais F' est croissante sur [a;b], comme F' = f > 0, donc F' est constante. Et donc
f=F=0. O

Théoreme 1.13. Si f est une fonction continue sur un intervalle I, et a € I, alors l'application F : x
T P L .,
fa f(t)dt est l'unique primitive de f sur I qui s’annule en a.

Démonstration. Notons G une primitive de f. Alors, si x € I : F(z) = G(z) — G(a). Et donc F'(z) =
G'(z) = f(x) et F(a) = G(a) — G(a) = 0. L’unicité provient du théoreme fondamental de 'analyse. [

Remarque 1.14. Toutes les primitives de f sont de la forme x — fax f(t)dt + . Pour éviter un choix
arbitraire pour a et X, on notera fx f(t)dt une primitive générique de f

Proposition 1.15 (Intégrales dépendant de leurs bornes). Si I, J sont deuz intervalles, u,v deuz fonctions
dérivables sur I a valeurs dans J, et f continue sur J.
Alors la fonction ¢ définie sur I par : p(x) = f;((j)) f)dt est dérivable sur I, avec :

Vo el, f(z) =/(2) fo(x) —u(x) - flula).

Démonstration. Si F' est une primitive de f sur J, alors : p(z) = F(v(z)) — F(u(x)), qu'on peut dériver
comme une composée. O
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Corollaire 1.16. S7 f est une fonction continue sur R, et x € R :
1. si f est impaire, alors : [ f(t)dt =0;
2. si f est T-périodique, alors : f;JrT ft)dt = fOTf(t)dt.
Démonstration. On dérive par rapport a x :
1. si p(z) = [ f(t)dt, alors ¢'(z) = f(x) + f(—x) = 0, donc ¢ est constante, de valeur ©(0) = 0;
2. s p(x) = fmTH f(t)dt, alors ¢'(x) = f(T + x) — f(z) = 0, donc ¢ est constante, de valeur ¢(0) =

FAGLE?
0

Remarque 1.17. Le deuzieme résultat dit en fait que toute primitive d’une fonction continue impaire est

paire.

Exemple L.18. Calculons I = [ cos?(t)dt. Par w-périodicité de t — sin®(t) :

T 3m/2 ™
I= / sin?(7/2 + t)dt = / sin?(t)dt = / sin®(t)dt
0 ™ 0

/2

et donc I+ 1 = [ (cos®(t) + sin®(t)) dt = OZW 1-dt =m. DoncI=7%.



II. CALCUL DE PRIMITIVES ET D’INTEGRALES

IT Calcul de primitives et d’intégrales

I1.1 Calcul direct

Théoreme I1.1. On a les primitives usuelles suivantes :

() Dy F(x)
0 R 0
¢ (ceC) R cx
. xn—l—l
z" (n € N) R e
1
— R* 1
. )
In—i—l
" Z, n <=2 R*
" (ne€Z, n<-2) ]
Ioz+l
@ R\ {-1 R*
o (o € R\ {-1)) : -
cas particulier \/LE R 2\/x
e’ R e’
In(|x]) R* zln(|z]) —
cos(x) R sin(x)
sin(x) R —cos(z)
tan(z) R\ {Z +kn|keZ}|—In(|cos(z)|)
1
20, _ il
1+tan(>_0082(x) R\ {2 +kn|keZ} tan ()
— - 1,11 Aresin(z)
-1, resin(x
1 — a2
— \/ﬁ | —1,1] Arccos(x)
1
e R Arctan(zx)
sh(z) R ch(z)
ch(z) R sh(z)
th(x) R In(ch(z))
1
1—th*(z) = —— R th
(:U) ChQ(x) (x)

Remarque 11.2. En pratique, on n’aura pas des le départ les écritures précédentes

de lintégrale et la proposition suivante.
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Proposition I1.3. Si u : I — J et ¢ définie sur J sont deuz fonctions de classe Ct, alors la fonction
u' - (¢’ ou) est continue, et admet pour primitive p o u.

Démonstration. Par dérivée d'une composée. O
Corollaire I1.4. Si u est de classe C* sur un intervalle I :

1. pour n € N, une primitive de v’ - u™ sur I est ntl .

n

2. une primitive de u' - e* sur I est e*;
/

3. siu ne s’annule pas sur I, une primitive de — sur I est In (|ul);
u

1
4. siu>0 surl et que o # —1, alors une primitive de u' - u® est ——u®Tt.

a+1
Exemples I1.5.
1. ze ™ = =t (—=2z)e~*", donc une primitive de x — xe ™ est x — —%e*xz ;
2. tan(z) = sin(z) = —M, donc une primitive de tan est x — —In (|cos(x)]) ;
cos(x) cos(x)

eilf T

3. ——— =¢€"- ——— donc une primitive de x — ———
1 +621 1 + (61)2 p 1 +e2x

est Arctan o exp.

Remarque I1.6. On peut créer d’autres formules du méme type, mais qu’on rencontre moins souvent.
Comme par exemple qu’une primitive de v’ - cos(u) est sin(u). Par rapport au tableau, cela revient a
changer tous les x en u(x) et de multiplier la colonne de gauche par u'(z).

Corollaire I1.7. Soient F' est une primitive d’une fonction continue f, et a,b € R avec a # 0. Alors, la ou
elle est définie, la fonction x — f(ax + b) est continue et admet pour primitive x — %F(a:z: +5b).
Exemples I1.8.

1. Si on note F une primitive de t — sin®(t) sur R, alorst v F(Z-+t) est une primitive de t — sin®(t).
Ainsi on retrouve que :

m T T 3m/2
/0 sin?(7/2 + t)dt = F(%) —F(Z) = //2 sin?(t)dt

qu’on avait énoncé précédemment sans le justifier.

1 1
2. Sia,beR avec a # 0, alors une primitive sur R de © — —————— est x — —Arctan(ax + b).
(ax +b)2+1 a

1 0 1 1
— =<~ na: =
2?4 2x + 2 ?2+2r+2 (v+1)2+1

Calculons une primitive de x — . Donc une primi-

tive est : x +— Arctan(z + 1).

I1.2 Intégration par parties

Théoréme I1.9 (Intégration par parties). Si u,v sont deuz fonctions de classes C' sur [a;b], alors :

b b
/ o ()o(t)dt = [u(t)v(t)) — / w(t)v'(t)dt.

Démonstration. Par dérivée d’un produit, une primitive de u'v + v'u est uwv. Et ainsi :

(o) = / (o (£)o(t) + u(t)o/ () dt = / o (o)t + / () ()t



II. CALCUL DE PRIMITIVES ET D’INTEGRALES 107

Remarque I1.10. En pratique, pour étre que cette formule soit utile, il faudra que v’ soit facile a primitiver,
tandis que le fait de dériver u ne rende pas la fonction a intégrer plus compliquée.

Corollaire I1.11. Si u,v sont deux fonctions de classe C' sur I, et x € I, alors :

/ " (o)At = u(z)o(v) — / " () (1)t

Exemples I1.12.
1 1
1. fo =[te']ly— [y 1 _dt=e'—0—(e'=1)=1;

2. fW/Q 2 sm W W/z (—cos(t))dt = [2tsin(t)]g/2 ”/2 2sin(t)dt = m — 2
N~ —

v u/ u

(en faisant deuz intégrations par parties successives ) ;

3. 511 = fol Arctan(t)dt : on pose u'(t) = 1 et v(t) = Arctan(t) (donc u(t) =t et v'(t) =
trouve :

). On

1+t2

1

= [tArctan(t)], — /0 T tht Arctan(1) — [ In(1+ tQ)L — % —In(2).

Exemples I1.13.
1

1. avec u'(z) =1 et v(x) = In(x), donc u(x) =z et v'(z) = -, on trouve :

/ In(t)dt = zln(x / 1dt = zln(x) — x.

2. avec u'(x) = cos(x) et v(z) =z, donc u(x) = sin(z) et v'(z) = 1, on trouve :
/x teos(t)dt = wsin(z) — / sin(t)dt = asin(z) + cos(x).

I1.3 Changement de variable

Théoréme 11.14 (Changement de variable). Si ¢ est une fonction de classe C' sur [a;b], et que f est
continue sur ¢([a;b]), alors :

b ) w(b)
[ e sewa= [ s
a ¢(a)
Démonstration. Par dérivée d'une composée, si F' est une primitive de F', alors F' o ¢ est une primitive de
¢ - (f o). Et ainsi :

’ w(b
b
[ ) ot dn = (PO = F o)~ Fela) = I = [ 50
a ola
O
Remarque I1.15. Ce théoréme peut s’utiliser dans les deux sens (comme on va le voir dans les exemples).
Exemple TL16. Calculons [ — [' ——d
emp .16. Calculons I = 01+emx

On fait le changement de variable o(z) = €*, avec f :t — ——. Alors ¢ est C* sur [0;1], avec ¢([0;1]) =

I+t
[1;¢], et f est continue sur [1;e]. On déduit :

1:/01 (@) f ( dx—/mdt /e(1—%+t>dt:(e—l)—ln(e—1)+ln(2).
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Remarque I1.17. En pratique, on ne fait pas apparaitre ¢. On procéde en trois étapes en posant directement
t=p(x) :

1. on dérive t en fonction de x : dt = ¢'(z)dz;

2. on exprime toute l’expression dans l'intégrale en fonction de t (et plus x);

3. on change les bornes.
Pour l'exemple précédent, cela donne avec t = e*

1. dt = e*dx;

2x

2 dr = ——dt :
Lher ¥ T 14400

o2
t
3. = [, ——dt.
ho l+e Rl =Ji L+t
Exemple I1.18. Calculons f_ll V1 — t2dt.

On va faire le changement de variable t = cos(x). Pour x =0, on at =1 et pour x =m, on at=—1. La
fonction cos est bien C'. Et on a dt = —sin(z)dz. Et donc :

/11 VI-idi= /ﬂo V1 = cos?(z) (—sin(x)) du = /OW sin?(z)dz = g

en inversant les bornes, et en reconnaissant que /1 — cos?(z) = sin(x) pour z € [0; 7.

Exemple I1.19. Calculons l'intégrale fol fj:, x
On pose x = In(t), ot la fonction In est C*. On at =1 pour x =0 et t = e pour x = 1. Bt do = 4. Et

donc : 12 2In(t) 2
* ¢ n dt ¢ 5 dt ¢t
/ ‘ dx:/e——:/ A Y
o L+e® L T4 en® ¢ L 1+t L 1+t
Méthode I1.20 (Regles de Bioche). Pour simplifier le calcul d’une fraction rationnelle f en cos et sin, on

peut utiliser les régles de Bioche : si f(t)dt est invariant par le changement t — —t (resp. t — 7 —t,
t— m+t), alors on peut faire le changement de variable u = cos(t) (resp. u = sin(t), u = tan(t)).

Remarques 11.21.

1. Les changements de variables correspondent auz fonctions invariantes utilisées : cos(—t) = cos(t),
sin(m — t) = sin(t) et tan(m + t) = tan(t).

2. Si tous les changements fonctionnent, on peut poser u = cos(2t).

3. Si aucun des changements ne fonctionne, on peut poser u = tan (%)

tan(t)
1+ cos(t)

—tan(t)

———— - (=dt) = f(t)dt,

oo (700 = F(D

— avect = m—t: f(mr—t)d(m —t) = 1t_a2(s)(t)d # f(t)dt

tan( )
et # 10

Donc on fait le changement de variable u = Cos(t), avec donc du = —sint)dt, ce qui donne :

? tan(t) [ sin(t) B cos(@)
/ 1+ Cos(t)dt B / cos(t)(1 + cos(t))dt B _/ w(u+1)

Exemple 11.22. Déterminons une primitive de f :t +—> a l'aide des regles de Bioche :

— avec t— —t : f(=t)d(—t) =

— avect =+t f(rn+t)d(m+1t) =
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1 1 1
07", on a : —m = —a + ? Et ﬁnalement
?  tan(t) 1 + cos(z) 1
———dt =1In(|1 —1 =In|————=| =In|l :
/ 1 4 cos(t) 1|1+ cos(@)]) — In (Jeos()]) = In ’ cos(x) nr cos(x)

Exemple 11.23. Pour primitiver, pour p,q € N, la fonction t — sin®(t)cos?(t), on trouve ainsi que :
1. sip et q sont impairs : on fait le changement de variable u = cos(2t) ;
2. sip est impair et q est impair : on fait le changement de variable u = cos(t) ;
3. si q est pair et q est impair, on fait le changement de variable u = sin(t).

Si p et q sont pairs, il est plus efficace de linéariser.
Par exemple, pour calculer une primitive de t — sin®(t), les régles de Bioche montrent que ['on peut faire

le changement de variable u = cos(t), et donc du = —sin(t)dt, ce qui donne :
[Fsin®(t)dt = — [* sin? -(—sin(t))dt
R/—’

=(1—cos2(t))?
_ fcos(x)(l . u2)2du
= —50085@) + 50083@) — cos(z)

I1.4 Intégrales complexes et fonctions trigonométriques

Proposition I1.24. Si ¢ est une fonction dérivable de classe C' a valeurs complexes, alors exp o ¢ est une
primitive de ¢’ - (exp o ).

Corollaire 11.25. Si o € C*, alors une primitive de x > e** est x iea‘”.

Exemple I1.26. Cherchons une primitive de x +— e3*sin(4x). On a : €3*sin(4x) = Im (e e*®) = Im(eB+4)7),

1 | ,
Mais x me(?’*‘”)‘” est une primitive de x > 3T
i

une primitive de x — e3%sin(4x)

. Donc En prenant la partie imaginaire, on aura

1 - 3—4
me(“‘“)x = 2—5Ze3m (cos(4x) + isin(4x))

3z
donc : x %% (3sin(4x) — 4cos(4x)) est une primitive de x — e3¥sin(4x).

Exemple I1.27. Cherchons une primitive de x — cos(2ln(x)).
On a : cos(21n( )) = Re(e?m@),
Mais x — 57 - eZHIING) oot yne primitive de x — e

2i4+D)In(z)\ _ zcos(2ln(x)) 2zsin(2In(z))
(@I — 2eosCin() | 2esin(inz)

2iln(z) ]

Donc : x}—>Re(2+

Méthode I1.28. Qutre les regles de Bioche, on peut chercher a primitiver une puissance de cos ou de sin,
ou un produit de telles puissances, par linéarisation.

Exemple 11.29. Cherchons une primitive de x — cos*(z).
Par linéarisation, on a : cos4(m) écos(él:c) + 3cos(2z) + 2.
Donc une primitive est : @ — z5sin(4x) + sm(2m) + ¥

Remarque I1.30. On voit que la primitive d’une fonction périodique n’est pas nécessairement périodique.
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1

IL.5 Intégrales de fonctions du type ————

Proposition I1.31. Soient a,b,c € R, avec a > 0, et posons f : x > m, P = az? +bx +c et
A =1* — 4dac :

1. si A >0 : en notant ri,ry les racines de P, on a P = a(x — ry)(x — re). Ainsi :

fe) = a(w—rj(:v—rz) - a(rgl—m (w—lrz . w—lﬁ)

1
donc une primitive de f est x — In
a(re —ry)

2. si A =0 : en notant v l'unique racine de P, on a P = a(x —r)*. Ainsi :

r —T9

)

r—T

1 1
/(@) a(z—r)?
. 1
donc une primitive de f est vt — ———;
a(x —r)
3. st A <0 :en notant p = % et q = —ﬁ, on a la forme canonique P = a(x + p)* + q. Ainsi :

1 1

T)=——F"""-75—"

f@) qe(z+p)+1

1
donc une primitive de [ est x v+ —anrctan <\/%(x +p)).

Exemple I1.32. Si a,b € R, avec b # 0, et a = a + ib, alors pour tout v € R :

1 (x —a)—1ib rT—a , b
= = — 1
r—a (r—a)?+b (r—a)+0 (r—a)®+b
Ny 1
et donc une primitive sur R de x — ——  est :
xr — (a+ib)

T %ln ((z — a)* + b*) + iArctan (m ; a) :



Chapitre 10

Equations différentielles linéaires

Pour toute la suite, on note K =R ou C, et I un intervalle de R.

I Généralités

Définition I.1. Si n € N*, une équation différentielle linéaire d’ordre n est une équation, dont
I'tnconnue y est une fonction de I dans K, et de la forme :

(B) : apy™ +- -+ ary +ay="b

ou b et les a; sont des fonctions définies sur I a valeur dans K, et a,, ne s’annulant pas sur I. Les fonctions
a; s’appellent les coefficients.

Son équation homogéne associée cest [’équation différentielle obtenue en remplacant b par la fonction
nulle.

Remarque 1.2. En général, l"intervalle I sur lequel on résout I’équation est donné dans l’énoncé. Sinon,
on le cherchera le plus grand possible comme intervalle de R.

Exemples 1.3.

1. la fonction cos est une solution sur R de l’équation différentielle linéaire d’ordre 1 : ¢y = —sin, ou
des équations différentielles y' +y =0 et y(4) —y=0;

2. la fonction x — —% est une solution sur R ou sur R de I’équation différentielle linéaire homogene

d’ordre 1 : zy' +y = 0.

Définition 1.4. Un probléme de Cauchy est un systeme formé :

— d’une équation différentielle (E) d’ordre n ;

— des n équations : y® (z¢) = yr (avec 0 <k <n —1), pour un zo € I et yo,...,yo1 € K.
La donnée de xq et des y est appelée condition initiale.

Exemple 1.5. En mécanique classique du point, le principe fondamental de la dynamique fournit une
équation différentielle linéaire d’ordre 2 en la position de l’objet étudié. Une condition initiale correspond

a la donnée de la position et de la vitesse a un instant donné.

Proposition 1.6. Si (Ep) : any™ + - + a1/ + agy = 0 est une équation différentielle linéaire homogeéne.
Alors l’ensemble Sy de ses solutions est non vide et stable par combinaisons linéaires, ¢’est-a-dire que :

Vg €S, VAuekK, Af +ug € So.

111
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Démonstration. La fonction nulle est infiniment dérivable, de dérivées successives nulles, et est bien solution
du systeme homogene.
Si f,g € Sp et \,u € K, alors h = \f + ug est n-fois dérivable (par linéarité de la dérivation), avec :
Vk € [1;n], W) = Xf® + ug®) . Et donc h € Sy car :

anh™ + -+ arh + agh = X (a, f™ + -+ arf + aof) +u (ang™ + -+ arg’ + agg) = 0.

(. J (. >

v vV
=0 car f€Sy =0 car geSop
]

Théoréme 1.7 (Ensemble des solutions). Soit (E) une équation différentielle linéaire d’ordre n. On note
S l'ensemble de ses solutions, et Sy l’ensemble des solutions de l’équation homogene associée.
Alors, si [ est une solution de (E), on a :

S=f+S={f+glge S}

Démonstration. Posons f € S et considérons h une fonction n-fois dérivable sur I.

Alors :
heS < anh(”)+---—|—a1h'—|—a0h:b:anf(")+...+a1f/_|_a0f

& an(h—f)(”)+---—|—a1(h—f)’+a0(h—f):O
& (h—f) e S
O

Remarque 1.8. Cet énoncé ne dit pas qu’il existe des solutions. Il dit en revanche que, si on sait résoudre
[’équation homogene et que ['on possede une solution a [’équation, alors on a toutes les solutions.

Proposition 1.9 (Principe de superposition). Soient by, by deux fonctions définies sur I, \,u € K, et
b = Aby + pubs. On considere les équations différentielles

(E) tapy™ +--+ay +agy =0
(By) :any™ 44 ay' +ay =b
(E2> : any(n) + -+ aly/ +agy = bg

Si f est une solution de (Ey) et g est une solution de (Es), alors A\f 4+ pg est une solution de (E).

II Equations différentielles linéaires du premier ordre

On considere ici 'équation différentielle : (E) : 3 + ay = b, définie sur un intervalle I, ou a, b sont deux
fonctions continues sur I a valeurs dans K.
On note (Ey) : y' 4+ ay = 0 'équation homogene associée.

I1.1 Solutions de I’équation homogeéene

Proposition IL.1. Les solutions de (Ey) sont les fonctions de la forme x +— Ae™2@) | pour X € K, ot A est
une primitive de a sur I.

Démonstration. Montrons déja que les fonction fy : z — Ae 4@ pour A € K, sont bien solutions de (F,

(Eo
Par dérivation de l'exponentielle complexe, on a que fy est dérivable sur I, avec : Vo € I, f{(x)
—a(r)e @), Bt ainsi :

Ve eI, fi(z)+a(x)fr(z) = —a(x)e™@ 4+ a(z)e 4 = 0.

).

Réciproquement, si f est une solution de (Ej), qui vérifie donc : f' + af = 0. Posons : g : x + f(x)eA®@).
Alors g est dérivable sur I, avec : Vo € I, ¢'(z) = f'(2)e® 4 f(2)a(z)e*™@ = 0. Donc g est constante sur
I : en posant A € K comme étant I'unique valeur prise par ¢, on trouve bien que : f : 2 + Ae=4® est de
la forme voulue. O]
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Remarque I1.2. On peut retrouver partiellement ce résultat : si une solution f de (Ey) ne s’annule pas,
!

elle vérifie que — = —a(x), donc : (In(|f|)) = —a(x). En primitivant, puis en prenant l’exponentielle, on

c

retrouve que f = e A@+C = X\e=A@)  quec X = ¢ une constante.

Corollaire I1.3 (Equation a coefficients constants). Si a € C, les solutions de l’équation homogéne (E,) :
y' 4+ ay = 0 sont les fonctions x — Ae™* pour A € K.

Exemples I1.4.

22

1. sia(x) =z : alors A(x) = % donc les solutions sur R sont de la forme x +— Xe™ 7 ;

2. si a(x) = —1 : alors A(z) = —In(|z|) donc les solutions sur R ou R* sont de la forme z
ez = X|x|. Mais, quitte a changer A en son opposé, on déduit que les solutions sur R% ou R
sont de la forme x +— \x.

Remarque I1.5. Dans le deurieme exemple, on peut recoller les solutions sur R et R™ pour obtenir des
solutions qui sont des restrictions de fonctions dérivables sur R entier. Mais ce n’est pas toujours le cas.

I1.2 Solutions de I’équation complete

Méthode II.6 (Méthode de variation de la constante). Pour trouver une solution de (E), on peut la chercher
sous la forme f(x) = Mz)e™4®), ou X est une fonction dérivable.
On obtient alors que f est solution de (E) si, et seulement si, X\ est une primitive de la fonction x
b(x)eA),
Démonstration. La fonction f est bien dérivable, de dérivée : f/ = Ne 4 — Aae~4. Et ainsi :
feS & f'+af=Ned—dae?+ale =0
s N.oed=p
& N =bed
L]

Remarque I1.7. Pour simplifier la recherche d’une solution, on pourra décomposer b en sommes de fonc-
tions plus simples, et utiliser le principe de superposition.

Exemples I1.8.
1. On considere l'équation (E) : y' + xy = = sur R. Les solutions de l’équation homogéne sont les

T

= e 72, pour A € K.

22
Prenons donc A dérivable sur R et posons f :x — ANx)e™z. Alors :

feSe N = res < N(x) = (632)/

22

22
donc : f:x—eze 2 =1 est une solution de (E).
22
Et finalement : S = {x — 1+ Xe 2 | X € K}.
2. On consideére l’équation (E) : y' — %y = z sur R%. Les solutions de l’équation homogene sont les
x = Az, pour \ € K.
Prenons donc X dérivable sur R et posons f : x — N x) - x. Alors :
feSeNa) =2=1= (2
x

donc : f: x> x? est une solution de (E).
Et finalement : S = {z +— 2* + Az |\ € K}.

Proposition I1.9 (Formulation intégrale). Si on fizve o € I, I’'ensemble des solutions de (E) est :

S = {$ — e~ 4@ (/\ +/ b(t)eA(t)dt) I\ e K} .
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I1.3 Problemes de Cauchy et recollement de solutions

Théoréme I1.10 (Théoreme de Cauchy—Lipschitz). Sixg € I et yo € K, alors il existe une unique solution
au probléme de Cauchy :

{ y+ay = b
y(zo) = Yo
Démonstration. Toute solution de (E) est de la forme f : z s e~ 4@ ()\ + f;; b(t)eA(t)>, pour un A € K.
Et donc pour un tel f on a : f(zg) = yo & A = yoe @),
Ce qui assure l'existence et 'unicité de la solution au probleme de Cauchy. O

Remarque I1.11. Le fait que a et b soient continues est essentiel : on peut perdre aussi bien [’existence que
['unicité sinon.

Remarque I1.12. On peut reformuler le résultat en terme d’applications. Cela veut dire que, pour tout

xo € I, Uapplication :
‘ { S - K
7 f—= f(xo)

est bijective (peu importe la valeur de x).

Corollaire I1.13. Si f,g sont deux solutions de (E), alors : soit f = f, soit leurs courbes ne se croisent
jamais. C’est-a-dire que :

vf,ges, (Veel, f(z)=g(x) & (Brel, f(z)=g(w).

Démonstration. Sil existe xg € I tel que f(zg) = g(xg), alors f et g sont solutions du méme probleme de
Cauchy (associé aux conditions initiales g et f(xo) = yo = g(x0)), donc f = g. O

Remarque I1.14. On peut reformuler le résultat en terme de relations : cela veut dire que la relation définie
sur I x K par :

(1, 1) R(x2,92) & 3f €S, f(w1) =1 et f(x2) = y2

est une relation d’équivalence (la symétrie et la réflexivité sont immédiates, et c’est la transitivité qui
découle du résultat précédent).

Méthode I1.15 (Probleme de recollement). Si a et b sont continues sur un intervalle I privé des points
T1, ..., Ty, on peut chercher une solution sur I de (E) en :

1. cherchant une solution de (E) sur chaque intervalle ouvert inclus dans I\ {x1,...,2,};

2. choisir st possible les parametres A sur chaque intervalle de telle sorte que la solution obtenue soit
prolongeable par continuité en les x; ;

3. wvérifier que la solution obtenue est dérivable.

Exemple I1.16. Résolvons sur R l'équation différentielle linéaire (E) : 2%y —y = 2* —x + 1.
En divisant par x* U'équation, on se rameéne a étudier sur R%. et R* équation : y' — z%y = %
— €équation homogene : sur R ou sur R, une primitive de —m—lz est %, donc les solutions de l’équation
homogene sont de la forme :

:c'—>)\e’i, A e kK.

— solution particuliere : la méthode de variation de la constante conduit a beaucoup de calculs, et doit
se faire avec une identification. On va directement raisonner par identification, en cherchant une
solution particuliere de la forme f: x v+ ax +b. On a pour une telle fonction f :

2_ar—0»

2

f’(:c)—i (x):a_a:z:—l—b:ax

2 2 T

donc f:x — x — 1 est une solution particuliére de (E) (aussi bien sur R que sur R* ).
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— ensembles solution : les ensembles de solutions sur R ou R* sont donc données respectivement par
les ensembles :

Si={r—az—1+X|NcK}etS ={z—ax—1+pe " |peck}

— recollement continu : comme lim e~/ = 400 et lim e '/ = 0 (par limite d’une composée), alors
z—0~ z—07F

le seul moyen d’avoir une solution continue en 0 en recollant des éléments de S, et S_ est de
prendre ;1 = 0. Donc les solutions possibles de (E) sont les fonctions de la forme :

r—14+Xe V" siz>0
T > —1 six=0 , pour A eK.
z—1 six <0

— dérivabilité du recollement : soit f une solution continue obtenue par recollement. Alors :

flz) = f0) _

— stz <0 =1 —1;
T z—0~ y
x)— f(0 e 1/ ) 1/ )
— stz >0 M =1+ — 1 ou on utilise que lim < Y~ lim — (_—1) O
x x z—0t z—0t T z—0t r
lim (—x)-e* =0 par croissances comparées.
T——00

donc une telle fonction est bien dérivable.
Conclusion : les solutions de (E) sont ezactement les fonctions :

r—14+Xe " six>0
T —1 sie=0 , ek
z—1 stix <0

N W A~ Ot

—_
T

;5 _‘4 ;3 ;2 ;1 0
—1

5 —4 -3 —9

Ainsi, le probléme de Cauchy associé a (E) avec condition initiale y(xo) = yo admet :
— une unique solution si xg > 0 et yo € K (quelconque) ;
— une infinité de solutions si xo < 0 et yo=x9— 1;
— aucune solution si xo < 0 et yo # xo — 1.
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I11 Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients
constants

On considere ici ’équation différentielle : (F) : y” + ay’ + by = ¢, définie sur un intervalle I, ou a, b sont
des constantes dans K, et ¢ est une fonction continue sur I a valeurs dans K.
On note (Ey) : y" + ay’ + by = 0 ’'équation homogene associée.

Définition IIL.1. Le polynome X2 + aX + b est appelé le polynéme caractéristique de I’équation (E).

ITII.1 Solutions de ’équation homogene

Proposition II1.2. Notons A = a® — 4b. Alors :

1. si A #0 : notons 1,19 les deux racines distinctes du polynome caractéristique de (E). Les solutions
de (Fy) sont les fonctions de la forme : x — Ae™* + pe™®, pour A\, u € C (ou leurs parties réelles
st on raisonne sur R);

2. si A =0 : notons r l'unique racine du polynome caractéristique de (E). Les solutions de (Ey) sont
les fonctions de la forme : x — (Ax + p)e’™, pour A\, u € C (ou leurs parties réelles si on raisonne
sur R).

Démonstration. Notons 11,79 les racines du polynome caractéristique (avec éventuellement r; = ry = r).
Soit f deux fois dérivable sur I. Posons g = f' — rof. Alors g est dérivable, avec ¢’ = f” — rof’. Comme
r1 +ry = —a et que riro = b, on déduit que :

fed & [f=—af -bf
& g =—ag —bg—ry
& g =nf —rrf =nrg

donc z est solution de (FEjy) si, et seulement si, g est de la forme x — Ae"* pour A € K.
Ainsi, f est solution de (Ejy) si, et seulement si, f est solution de 'équation différentielle linéaire d’ordre
1:

(E') :y — 1y = X"

dont les solutions de I’équation homogene sont de la forme z — pe™®, pour p € K.

Reste a trouver une solution particuliere, ce que l'on fait par variation de la constante en cherchant
une solution sous la forme x — p(z)e™” : c’est une solution si, et seulement si, p est une primitive de
x> Aelni—r2)T,

(ri1—ro)x
1. si A #0 : alors r{ # r9, donc p : £ — A———. Donc :
=T
S={r— et 4 pe™ |\ u € K} = {z— X + pe™* |\, p € K}
T —To

2. si A=0:alors ry =ry =1, donc u: x — Azx. Donc :

S={z— (Ar+p)e™}.

Exemples III1.3.
1. Les solutions de I'équation y" — 1y — 2y = 0 sont les x + Xe ™ + pe*, \, up € K;
2. Les solutions de I'équation y" — 4y’ + 4y = 0 sont les v — (Ax + p)e*®, A\, u € K.
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Corollaire I11.4. Si a,b € R, alors avec les mémes notations :

1. si A > 0 : alors r1,m9 € R et les solutions réelles de (Fy) sont les fonctions de la forme : x —
A"+ e pour \, € R;

2. siA =0 :alorsr € R et les solutions réelles de (Ey) sont les fonctions de la forme : x — (Az+p)e’™,
pour A\, i € R ;

3. 51 A <0 :alorsry,rg = a+if avec o, B € R et les solutions réelles de (Ey) sont les fonctions de
la forme : x — e (Acos(Bx) + psin(B)), pour A, p € R.

Démonstration. Si f est une solution réelle, alors f est une solution complexe telle que Re(f) = f.

Ainsi les cas o A > 0 se proviennent directement de 'étude de C (et le fait que f = Re(f) imposent que
A 1€ R).

Supposons A < 0. Comme a,b € R, alors r; =73 = a+ 8. Si f est une solution réelle, elle est de la forme
fxes AeletBz gy ele=ifle — gaw (X} 4 py)cos(Bz) + (A — p1)sin(Bz)).

Et ainsi pour tout x € I :

f(xz) =Re(f(z)) = e | Re(A + p1) cos(Bzx) + Re(i(A — p1)) sin(Sz)

=\ =u
Et il est clair que les fonctions de cette forme sont bien des solutions. O

Remarques II1.5.

1. Dans le dernier cas, avec les mémes notations, les solutions sont aussi les fonctions de la forme :
x — Ae*cos(fx + @), pour A € Ry et ¢ €] — m; 7|, suivant un résultat de trigonométrie. On dit
alors que A est U'amplitude, ¢ le déphasage, o le coefficient d’amortissement, et B la fréquence.
Cette notation est fréquente lorsque [’on travaille avec des circuits électriques.

2. De maniére cachée, la derniére égalité nécessite que \y = i : c’est un résultat que l'on peut
retrouver par le théoréeme de Cauchy—Lipschitz qui assure l'unicité de l’écriture des solutions, et du
fait que, pour f réelle, f = f fournit une autre écriture qui revient a changer Ay en iy et py en Aq.

Exemple II1.6. Si w € R*, les solutions réelles de I’équation différentielle y" + w?y = 0 sont les fonctions
de la forme :
x — Acos(wz) + psin(wz), A\, pu € R.

ITI.2 Solutions de I’équation complete

Proposition IIL.7. Si c : x — Ae*, pour A, \ € K, alors il existe une solution particuliére de (E) de la
forme :

1. 2 pe’®, avec u € K, si A n’est pas une racine du polynéme caractéristique ;

2. x+ pxe™®, avec 1 € K, si X est racine simple du polynéme caractéristique ;

3. x> ux?e™, avec p € K, si X est racine double du polynéme caractéristique.

Démonstration. Soit k € Net u € K. On pose f : o — uzFe*. Alors f est deux fois dérivable sur R, avec :
Ve € R, f'(z) = pe™ (A" + k") et f7(z) = pe (N + 20kt* " + k(k — 1)277?)..
Donc pour tout x € R :
f(@) +af (z) + bf(x) = pe™ (A + aX + b)z" + X + a)ka* " + k(k — 1)2"7?)
Donc f est une solution si, et seulement si, pour tout x € R :

1 (N +aX+0)z" + 2N+ a)ka" " + k(k — 1)2"7?) = A.
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1. si X\ n'est pas racine du polyndme caractéristique : alors A2 4+ aX +b # 0, donc k = 0 et u =

A
A2 +a\+b
2. si A est racine simple du polynéme caractéristique : alors A2 + aX 4+ b = 0 mais 2\ + a # 0, donc

k=1let u=

conviennent ;

conviennent ;

2+ a
3. si A est racine double du polyndme caractéristique : alors A2 4+aX+b =0 et 2\ +a = 0, donc k = 2

et pu = 3 conviennent.
[l

Remarque II1.8. Le passage de C a R permet de trouver par la méme méthodes des solutions réelles lorsque
c est de la forme Be*cos(fx) ou Be**sin(fSx) en raisonnant dans les complexes puis en prenant les parties
réelles ou imaginaire.

Exemple II1.9. Considérons l’équation (E) :y" —y' — 2y = e *.
Le polynome caractéristique est X*> — X —2 = (X — 2)(X + 1), donc —1 est racine simple du polynome
caractéristique, et il existe une solution particuliére sous la forme x +— Axe ™. Posons [ : x — Are ™.
Alors :
Ve e R, f'(x) =M1 —x)e ™ et f'(x) = ANz — 2)e”
Donc : f"(x) — f'(x) = 2f(x) = Xe ™ - [(x — 2) — (1 — ) — 2] = =3 e™?.
Donc : f:x— —ze™ est une solution de (E).
Donc les solutions de (E) sont les fonctions de la forme :

1
— <)\ — §x> e " + pe*

Exemple II1.10. Considérons l’équation (E) : y" + 2y' + 2y = —2e *cos(x), dont on cherche les solutions
réelles.

On lui associe Uéquation : (E') - y" + 2y + 2y = —2e ™% = 271+,

Le polynome caractéristique est X? +2X +2 = (X — (=1 +4))(X — (=1 — 1)), donc (—1 +1) est racine
simple du polyndme caractéristique, et il existe une solution particuliére sous la forme x — \xe(~1T97,
Posons f : x +— Axe=1)% Alors :

Vo € R, F(z) = M1+ (=1 +14)2)eC et f(z) = AN(—2 + 2i — 2iz)e" 17,

Donc : f"(z) 4+ 2f'(z) + 2f(x) = AeTHDT L [(=2 4 21 — 2iz) 4+ 2(1 + (=1 +i)x) + 22] = 2iNeT1HI2,
Donc : f : x> izel=' )7 est une solution de (E').

Donc y : x — Re(f(z)) = “sin(x) est une solution de (E).

Donc les solutions de (E) sont les fonctions de la forme :

x> e ()\ei""" + pe " — xsin(m)) = e " [(A+ p)cos(x) + (iA — ip — x)sin(z)], \,p e C
et les solutions a valeurs réelles sont les :
z— e [ Neos(z) + (¢ — x)sin(x)], N, u' € R.

Remarque IT1.11. Au lieu de passer par les parties réelles, on pouvait aussi utiliser le principe de super-

oy T —ix
position, en constatant que : cos(x) = “Hf—

Remarque II1.12. En général, on précisera sous quelle forme chercher une solution particuliere. Notons
que, plus généralement, si le second membre est de la forme Q(z)e*®, on peut trouver une solution de la
forme x™R(x)e ™ ot m est la multiplicité de N comme racine du polynéme caractéristique et R est un
polynome de méme degré que Q.
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ITI.3 Problémes de Cauchy

Théoréme II1.13 (Théoreme de Cauchy—Lipschitz). Si g € I et yo,y1 € K, alors il existe une unique
solution au probléeme de Cauchy :
y'+ay +by = c
y(xo) = Yo
y(zo) = m

Idée de preuve. On admet que I'équation différentielle (E) possede une solution, que 'on note f. Alors :

1. si A # 0 : les solutions sont de la forme x +— Ae™* + pe™* + f(x). Donc on souhaite résoudre le
systeme d’inconnues A, o suivant :

TN 4+ ey = yy— f(xo)
e TN+ ree™ 0y =y — f'(x0)

qui est un systéme de linéaire & 2 inconnues, et 2 équations. Son déterminant est : (ry—r )e(r172)vo =£
0, donc ce systeme admet une unique solution.

2. st A =0 : on procede de méme, et on est amené a chercher les solutions du systeme :

Toe O\ + eu = yo— f(xo)
(1 +rxg)e™ X + re™™p = y — f'(x0)

qui est de déterminant —e?"*0 £ 0, et admet donc aussi une unique solution.

Dans les deux cas, il n’y a donc qu’une seule solution au probleme de Cauchy. O

Remarque II1.14. Comme pour le degré 1, on peut montrer [’existence de solution par une méthode de
variation de la constante, mais celle-ci est plus complexe pour le degré 2.

Si ¢ est de l'une des formes du paragraphe précédent (ou une fonction constante), on sait trouver des
solutions donc la démonstration est compléte.
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Chapitre 11

Arithmétique dans les entiers

I Divisibilité et nombres premiers

I.1 Divisibilité dans 7Z et division euclidienne

Définition I.1. Soient a,b € Z. On dit que a divie b, ce que l’on note alb, s’il existe v € Z tel que b = ac.
On dit alors que a est un diviseur de b ou que b est un multiple de a.

Exemples 1.2.
1. les diviseurs de 15 sont 1,3,5,15 et leurs opposés;
2. 1 et —1 divisent tout entier, tandis que ce sont les seuls diviseurs de 1;

3. 0 est multiple de tout entier, tandis que son seul multiple est 0.

Proposition-Définition 1.3. Sin € Z, on note D(n) 'ensemble des diviseurs de n. C’est un ensemble fini
si, et seulement si, n est non nul.

On note de méme nZ = {n x k|k € Z} Uensemble des multiples de n. C’est un ensemble infini si, et
seulement si, n est non nul.

Démonstration. On a déja D(0) = Z qui est infini et 0Z = {0} qui est fini.

Sin #0:sia€ D(n),alors il existe ¢ € Z tel que n = ac. Comme n # 0, alors ¢ # 0, donc |¢| > 1. Ainsi :
la| < |n|, donc D(n) C [—n;n] est fini.

Z — nZ
k' — nxk
donc nZ est infini. O

Pour un tel n, 'application ¢ : est une fonction injective de ’ensemble infini Z dans nZ,

Proposition 1.4. Soient a,b,n € Z tels que nla et n|b. Alors :
Yu,v € Z, nlau + bu.
Démonstration. On écrit a = cn et b = dn pour ¢, d € Z. Alors :

au + bv = cnu + dnv = (cu + dv) n.
i/
€

]

Proposition-Définition 1.5. Si a,b € Z vérifient simultanément que alb et bla, on dira que a et b sont
associés.
C’est le cas si, et seulement si, |a| = |b|.

121
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Démonstration. Si a = 0, alors b = 0 donc le résultat est vérifié.

Sinon, on pose ¢,d € 7Z tels que a = ¢b et b = da. Et donc a = cda, donc cd = 1 (comme a # 0), et
c=d==1.Sic=1,alors a=0b. Sic=—1, alors a = —b. Dans les deux cas : |a| = |b].

Réciproquement, si |a| = |b] : alors a = £b donc bla; et b = £a, donc alb. O

Théoréme-Définition 1.6. Si a € Z avec b € N*, il existe un unique couple (q,7) € Z? tel que :
a=0bqg+re0<r<h

On dit alors que q est le quotient et que r est le reste de la division euclidienne de a par b.

Démonstration.
— existence : I'ensemble A = {a — bk |k € Z} NN est une partie non vide de N (prendre k = —|al),
donc elle possede un plus petit élément r. En notant ¢ la valeur de k associée a r, on a : r = a — bq.
Par définition de r, on a r > 0. Il suffit de montrer que r < b : si ce n’était pas le cas, alors r—b > 0,
et r—b=a—0b(qg+1), donc (r —b) € A, ce qui contredit la définition de r.
— unicité : si bqp+r; = bga+1a, alors b(q1 —qo) = ro—11 avec —b < ro—ry; < b.Donc: —1 < ¢ —¢qz < 1,
donc q; — ¢ = 0, c’est-a-dire g¢; = ¢o, puis r; = ry. Ce qui montre 1'unicité.

[]

Remarque 1.7. Le théoréme reste vrai si b < 0, en imposant que 0 < r < |b|.

I[.2 Congruences

Définition 1.8. Sia,b € Z et n € N*, on dit que a et b sont congrus modulo n, ce que l’'on note a = b [n],
si n|(a —b).

Remarque 1.9. L’entier a est un multiple de n si, et seulement si, a =0 [n].

Proposition 1.10. La relation de congruence est une relation d’équivalence sur Z.

Démonstration. Evident. O
Proposition I.11 (Calculs modulaires). Sin € N* et a,b,c,d € Z, alors :

1. sia=bn] etc=d[n], alorsa+c=b+d [n];

2. sia=bln| et c=d [n], alors ac = bd [n];

3. sia=b[n] etk €N, alors : a* =b* [n];

4. sim € N* alors : a =b [n] & am = bm [nm)].

Démonstration.
l.onnotea—b=nketc—d=mnl Alors: (a+c¢)— (b+d) =n(k+1),donc a+c=b+d [n].
2. Avec les mémes notations : ac = (b + nk)(d + nl) = bd + n(kd + lb + nkl) donc ac = bd [n).
3. Par récurrence sur k, grace au résultat précédent.
4

. On procede par équivalence :

a=b[n] dkeZa—b=kn
dk € Z,m(a — b) = mnk car m # 0
dk € Z,am — bm = (mn)k '

am = bm [mn]

teoe

Exemple 1.12. Par exemple, pour n =3 ou 9, on retrouve les critéres usuels de divisibilité car :
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—10=1[n];

— pour tout k € N : 10 = 1% =1 [n];

— sim € N* a pour écriture décimale a,a,—1 ... ar1ag, alorsm =Y, _, ap10%, et donc :a = fozo a [n].
Et on peut adapter un peu pour trouver un critére de divisibilité par 37.

Proposition 1.13. Soient n € N* et a,b € Z :
1. sia=mnqg+r estla division euclidienne de a par n, alors : a =71 [n];
2. a et b sont congrus modulo n si, et seulement si, ils ont méme reste dans la division euclidienne
par n.
Démonstration.
1. on a directement a — r = ng est un multiple de n, donc a = r [n];

2. sia=mnq +r; et b =nqgy + ry sont les divisions euclidiennes de a et b par n, alors :
— sia=b[n] :alors r; =7y [n], donc r; — 75 est un multiple de n. Mais —n < r; —ry < n, donc
r = To.
— siry =1y : alors r; = ry [n] donc a = b [n].

Corollaire 1.14. Sin € N* et a € Z, il y a équivalence entre :
1. a est divisible par n ;
2. a=0[n];
3. le reste de la division euclidienne de a par n est nul.

Corollaire 1.15. Il y a exactement n classes d’équivalence pour la relation de congruence modulo n, a
savoir : 0,1,...,n— 1.

1.3 Les nombres premiers

Définition 1.16. Un nombre premier est un entier naturel possédant exactement deux diviseurs positifs
(1 et lui-méme). Un entier naturel qui n’est pas premier est dit composé.

Remarque 1.17. Comme tout nombre est divisible par 1 et par lui-méme, les nombres premiers sont les
nombres distincts de 1 possédant le moins de diviseurs possibles.

Proposition 1.18. Un entier p > 2 est premier si, et seulement si :
Va,be N, p=ab= (a=1oub=1).

Démonstration. Si p est premier et p = ab, alors a, b sont des diviseurs de p, donc égaux a 1 ou p. Donc si
a # 1, alors a = p donc b = 1.

Réciproquement, soit a un diviseur de p différent de 1. Alors il existe b tel que ab = p. Mais, comme a # 1,
alors b =1 donc a = p. O

Exemples 1.19. Les premiers nombres premiers sont 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31 et 37.

Proposition 1.20. Si n est un entier naturel composé, alors son plus petit diviseur plus grand que 1 est un
nombre premier inférieur ou égal a \/n.

Démonstration. Soit p ce diviseur. On écrit n = pq avec g € N* :
— comme n n’est pas premier, alors p # n, donc q # 1;
— par définition de p, on a donc p < ¢, donc p* < n, donc p < \/n;
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— si p n’était pas premier, comme p > 1, alors p possede un diviseur d avec 1 < d < p. Mais d serait
un diviseur de n, plus grand que 1 et plus petit que p, ce qui est impossible.
O

Corollaire 1.21. Tout entier admet un diviseur premier.

Corollaire 1.22. Un entier p est premier si, et seulement si, il n’admet aucun diviseur parmi les nombres
premiers inférieurs ou égauz a \/p.

Remarque 1.23. Ce résultat permet d’expliquer la méthode du crible pour déterminer les nombres premiers :
— on représente dans une grille tous les nombres entiers (par exemple ceux plus petits que 40) ;
— on barre 1;
— on entoure le premier nombre non barré, puis on barre tous ses multiples ;
— on répéte ce processus jusqu’a ce que tous les nombres soient barrés ou entourés.
Les nombres entourés sont les nombres premiers.

11934 |®
Q¥ Q|15
2122\ 8 | 241 25
8D |37 | 33| 34| 35 | 36

Théoreme 1.24. [ existe une infinité de nombres premiers.

8
M
26

EEER

9
O
2
39

8| R 5=

QNG

Démonstration. Raisonnons par ’absurde, en notant pi, ps,...,p, les nombres premiers, ou n désigne le
nombre de nombres premiers. Alors N = p; X -+ X p, + 1 est soit premier, soit il admet un diviseur
premier :
— il ne peut pas étre premier, comme il est distincts de tous les p; ;
— ¢’il était divisible par un nombre premier, ce serait I'un des p;, mais alors p; diviserait n —p; X - - - X
pn = 1, ce qui est impossible.
D’ou la contradiction, donc il existe une infinité de nombres premiers. O

I PGCD et PPCM

II.1 PGCD et algorithme d’Euclide

Définition I1.1. Si a,b € Z, avec a ou b non nul, le plus grand commun diviseur (abrégé en pgcd ou
PGCD) de a et b est le plus grand diviseur commun a a et b :

a A b=pged(a,b) = max (D(a) ND(D)) .
Par convention, on pose 0 A0 = 0.

Exemples I1.2.
1. 90 A 75 = 15 car D(90) N D(75) = {£1, £3, £5, £15} ;
2. sialb, alors a Nb = |a|. Plus généralement, si b =0, alors a AN b= |al.

Proposition I1.3. Sia,b € Z et k € Z, alors : a Nb = (a + kb) A D.
En particulier, si r est le reste de la division euclidienne de a par b, alors a ANb=1r AD.

Démonstration. Soit d € 7 :
— si d divise a la fois a et b, alors d divise a + kb et b;
— si d divise a la fois a + kb et b, alors d divise a = (a + kb) — kb et b.
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Et donc : D(a) N D(b) = D(a + kb) N D(b). D’ou 'égalité cherchée en prenant le maximum dans les deux
ensembles.

Si on écrit a = bg + r comme étant la division euclidienne de a par b, alors r = a — ¢b, donc on a bien un
cas particulier. O

Théoréme I1.4 (Algorithme d’Euclide). Si a,b € N avec a > b, on détermine le pged de a et b avec
l’algorithme d’Fuclide :

1. on pose r1 le reste de la division euclidienne de a par b; donc a Ab=0bAry et 0 <ry <b;
2. siry # 0, on pose pose 1o le reste de la division euclidienne de b par ry ;

3. on continue en posant rpyq le reste de la division euclidienne de rp_y par ry, tant que 1 est non
nul.

La suite des ry ainsi construite est une suite strictement décroissante d’entiers (ce qui assure bien que l'un
des ry est nul et que l'on s’arréte).
Si 'on note r, le dernier reste non nul, alors :

a/\b:b/\rl:7"1/\7“2=“~=7”n/\7“n+1:7"n-
~

=0
Donc le pged de a et b est le dernier reste non nul dans ['algorithme d’Euclide.

Remarque IL.5. Quitte a changer a et b par |a| et |b|, ou a échanger les réles de a et b, on sera bien dans
cette situation.

Exemple 11.6. Calculons 5742 N\ 1320 :
e 5742 = 1320 x 4 + 462 ;
o 1320 =462 x 24 396 ;
e 462 =396 x 1466,
e 396 =66 x 6+ 0.
Donc 5742 N\ 1320 = 66.

Corollaire I1.7. Si a,b € Z, alors : D(a) N D(b) = D(a AD).
Démonstration. On avait vu que, si k € Z : D(a) N D(b) = D(a + kb) N D(b).
En reprenant I’algorithme d’Euclide, on a donc :
D(a) ND(b) =D(r1) ND(b) = --- =D(r,) N D(rps1) = D(ry) = D(a A D).
—7

[
Corollaire II.8. Si a,b € Z, le pged de a et b est le plus grand élément de D(a) N D(b) au sens de la

......

Vn € Z, (nla et n|b) < n|d.

Démonstration. 1l est clair que a A b vérifie bien ces hypotheses comme D(a) N D(b) = D(a A b).
Réciproquement, si d € N les vérifie, alors :
— comme d|d, on utilise 'implication précédente avec n = d, et alors d|a et d|b, donc d € D(a)ND(b) =
D(a Ab), donc dla Ab;
— a A b divise a et b, alors en utilisant I'implication précédente avec n = a A b on trouve que a A b|d.
Donc d et a A b sont des entiers naturels associés : ils sont égaux. O]

Proposition I1.9. Si a,b,k € Z, alors :
(ak) N (bk) = |k|(a A D).
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Démonstration. On utilise la proposition précédente :
— si n divise |k|(a A b) , comme (a A b) divise a et b, alors n divise |k|a et |k|b donc ka et kb;
— si n divise ka et kb : alors n divise ka — ¢ x kb = kry; donc en répétant le processus n divise
[kl = [Kl(a A D)
D’ou I’égalité cherchée. O]

Théoréme II.10 (Identité de Bézout). Si (a,b) € Z, il existe u,v € Z tels que : a Nb = au + bv.

Démonstration. Montrons par récurrence sur b € N* que :
Va € Z, Ju,v € Z, a Nb = au + bv.

—sib=1:alorsaANb=1=ax0+bx1;
— si b € N* tel que la proposition a été vérifiée jusqu’a b — 1.
Soit @ € Z. On écrit a = bqg+r avec 0 <r <b—1:
— sir=0:alors b divise a doncaANb=b=ax0+bx1;
— sir > 0:alors aAb = bAr. Par hypothese de récurrence, il existe u, v € Z tels que bAr = bu+rv.
Et donc:aAb=bAr=bu+rv=>bu+ (a—bq)v=av+ b(u— qu)
Ce qui prouve la récurrence.
Le cas ou b = 0 est immédiat. Et le cas ou b < 0 se déduit du cas ou b € N*. O]

Remarque II.11. Suivant la preuve, on peut trouver u et v grace a l’algorithme d’Fuclide a ’envers, en
tenant compte des quotients obtenus a chaque étape. Il s’agit de Ualgorithme d’FEuclide étendu.

Exemple 11.12. Reprenons le calcul de 5742 N\ 1320 = 66 :

66 = 462 — 396
= 462 — (1320 — 462 x 2) = —1320 + 462 x 3
— —1320 + (5742 — 1320 x 4) x 3 = 5742 x 3 — 1320 x 13

Remarque I1.13. On savait déja que, pour tous u,v € Z, a \'b divise au + bv. Ce résultat dit ainsi que :
aAb=min ((aZ + bZ) NN").

Et on a méme l’égalité : (a \b)Z = aZ + bZ.

I1.2 Entiers premiers entre eux

Définition I1.14. Deux entiers relatifs a et b sont dits premiers entre eux si a Nb=1.

Exemples I1.15.
1. deux nombres premiers sont premiers entre eux si, et seulement si, ils sont distincts;

2. 999 et 484 sont premiers entre eux, 354 et 2035 aussi, et il y en a beaucoup d’autres...

Théoréme II.16 (de Bézout). Deux entiers a et b sont premiers entre euz si, et seulement si, il eziste
u,v € 7 tels que au + bv = 1.

Démonstration.
— sia Ab=1:on utilise la relation de Bézout ;
— si au+bv =1 pour u,v € Z : soit d un diviseur de a et b. Alors d divise au + bv = 1, donc d = +1.
Donc D(a) N D(b) = {£1}, puisa Ab=1.
O

Remarque I1.17. Du fait de la preuve, on peut trouver w,v par l’algorithme d’Fuclide étendu.
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Exemple 11.18. On effectue l'algorithme d’Euclide étendu pour 484 et 999. On a :

999 = 2x484+ 31
484 = 15 x31+19
31 = 1x19+4+12
19 = 1x12+7
12 = 1x7+5

7 1x542

5 = 2x2+1

puis on remonte pour trouver u et v :

1 = 5—-2x2=5-2x(7T—1x25)
= 3xb5—-2xT7=3x(12—-1x7)—2x7
= 3x12-5x7=3x12-5x(19—-1x12)
= 8x12—-5x19=8x(31—-1x19)—-5x19
= 8x31-13x19
= 8x31—13x (484 — 15 x 31)
= 203 x 31 — 13 x 484 = 203 x (999 — 2 x 484) — 13 x 484
= 203 x 999 — 419 x 484

Pour 354 et 2035, on trouve par l'algorithme d’Fuclide étendu : 1 = 175 x 2035 — 1006 x 354.

Définition II.19 (Inverse modulaire). Sin € N* et a € Z, on dit que a est inversible modulo n s’il existe
b e Z tel que ab=1 [n]. -
On dira alors que b est linverse modulaire de a (ou que b est l'inverse de a@).

Proposition 11.20. 57 n € N*, alors a admet un inverse modulaire si, et seulement si, a est premier avec
n.

Démonstration. L’entier a admet un inverse si, et seulement si, il existe b tel que ab = 1 [n]. C’est-a-dire
si, et seulement si, il existe b, k € Z tels que ab — nk = 1, ce qui revient a ce que a An = 1 par théoreme
de Bézout. [

Remarque I1.21. En particulier, l'inverse modulaire est donné par l'identité de Bézout.

Exemple 11.22.
1. 999 et 203 sont inverses l'un de ['autre modulo 419 ou 484 ;
2. —419 et 484 sont inverses l’'un de ['autre modulo 999 ou 203.

Proposition I1.23. Soient a, b, ¢ trois entiers non nuls.
Alors a est premier avec (be) si, et seulement si, a est premier a la fois avec b et avec c.

Démonstration.
— siaAbc=1:on considere u,v € Z tels que au + bcv = 1. Alors :
— comme au + b(cv) =1:aANb=1;
— comme au +c(bv) =1:aAc=1.
—siaANb=aANc=1: alors, par théoreme de Bézout, il existe uy, v, us,vo € Z tels que : 1 =
auy + bvy = aus + cvy. Donc en les multipliant :

1 = (auy 4 bvy)(aug + cvy) = a (aujus + cugvy + buyus) + be (v1vs)

donc a A (be) = 1 par théoreme de Bézout.
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Corollaire 11.24. Soient a,bq,...,b, € Z.
Alors a est premier avec le produit by ...b, si, et seulement si, il est premier avec chacun des b; pour
i € [1;n].

Proposition I1.25 (Lemme de Gauss). Soient a,b, ¢ trois entiers non nuls.
St a divise bc et que a est premier avec b, alors a divise c.

Démonstration. Par théoreme de Bézout, on écrit : au 4+ bv = 1. Donc auc + bve = c.
Mais a divise auc et bvc, donc leur somme. Donc a divise c. O

Corollaire II.26 (Division modulaire). Sin € N* et a,b,c € Z tels que c An =1, alors : ac = bc [n] <
a=b[n].

Démonstration. On peut multiplier par I'inverse modulaire de ¢ (qui existe bien comme cAn = 1), comme
les calculs modulaires se comportent bien avec les produits.

Ou alors on applique le lemme de Gauss : si ac = be [n], alors n divise (ac — be) = ¢(a — b), donc n divise
a — b, donc a = b [n] et la réciproque est évidente. ]

Corollaire I1.27. Soient a,b, c trois entiers non nuls tels que : a divise ¢, b divise ¢ et a Nb=1.
Alors ab divise c.

Démonstration. Comme ale, on écrit ad = ¢ pour un d € Z. Mais b divise ¢ = ad et est premier avec a,
donc b divise d.
On écrit donc d = bd' pour d’ € Z. Et finalement : abd’ = ¢, donc ab|c. O

Proposition I1.28. Si a,b € Z sont non nuls, alors % et ﬁ sont premiers entre euz.
De plus, sin € N et a',b' € Z vérifient que : ' NV =1, a =nad’ et b=nb, alorsn =a Ab.

Démonstration. On note d = a A b pour simplifier.
Par propriété du pged, on a déja :

b b
d=anb= <dg>/\(da) :d-(%/\c—i).
donc%/\gzl.

Pour n,d’, b comme dans 1’énoncé, on a :
d=aANb=(na)A(nb)=n(dANV)=n
]

Proposition-Définition I1.29. Si r € Q, alors il existe une unique écriture de la forme r = ¢ avec (a,b) €
7 x N*, et a et b premiers entre eux.
Cette écriture est appelée forme irréductible de r.

Sir= Z—,/ est une autre écriture avec (a’',0') € Z x N*, alors il existe k € N* tel que o’ = ak et b/ = bk.

Démonstration. Soit r = % € Qavec A, B € Z et B # 0. Quitte a changer (A, B) en (—A,—B), on peut
supposer que B € N*,
Le cas ou r = 0 est immédiat (car alors a = 0 et b = 1 conviennent). Supposons donc r # 0, c’est-a-dire

A#0.
_ A _ B . . 9 .
Alors a = 45 e/t b = 4.5 conviennent, ce qui assure Pexistence.
Donnons-nous % une autre écriture. Alors § = %, donc a'b = ab’. Ainsi, b divise ab’ et est premier avec a,

donc ' divise b. Et de méme a’ divise a. Ce qui assure que % = % est un entier (par divisibilité) positif

(comme b,0" € N*). En le notant k, on a donc : a’ = ka et I/ = kb.
Si lécriture % est irréductible, alors on trouve de méme que V' divise b, et a’ divise a. Donc b et V' sont

a
b
associés et de méme signe : ils sont égaux. Donc k = 1, et a = a’. Ce qui assure I'unicité. [
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Corollaire I1.30. Si a,b € Z avec b # 0 et ug, vy € Z tels que aug + bvg = a A b, alors :

{(u,v) € Z* |au +bv = a Ab} = {(ug + kB,v0 — ka) | k € Z}

ou G est la fonction irréductible de 3.

B
Démonstration. En exercice. O
1.3 PPCM

Définition I1.31. Si a,b € Z, avec a et b non nul, le plus petit commun multiple (abrégé en ppcm ou
PPCM) de a et b est le plus petit multiple strictement positif commun d a et b :

a Vb= ppcem(a,b) = min (aZ NZ NN*).
Par convention, on pose a VvV 0 =0 pour tout entier a.

Proposition I1.32. Si a,b € 7Z, le ppcm de a et b est le plus petit élément de aZ N bZ au sens de la
divisibilité, c’est-a-dire que le ppcm de a et b est l'unique entier naturel m tel que :

Vn € Z, (a|n et bln) < m|n.

Démonstration. Posons m = a V b, qui est un multiple de a et b. Considérons n un multiple de a et b, et
écrivons n = mq + r la division euclidienne de n par m, avec donc 0 < r < m. Alors r = n — mq est aussi
un multiple de a et de b, et par minimalité de m on a donc r = 0, donc on a bien que m divise n.
Réciproquement, si m € N vérifie ces hypothese, alors :

— avecn =a Vb :comme alaVb et blaVb, alors mlaVb;

— avec n. = m : comme m|m, alors a|m et blm, donc a V blm (comme a V b vérifie aussi I’équivalence

précédente).

Donc m et a V b sont associés, donc égaux (comme ils appartiennent a N). O

Proposition I1.33. Si a,b, k € Z, alors :
(ak) Vv (bk) = |k|(a V b).

Démonstration. On utilise la proposition précédente :
— si n est un multiple de |k|(a V b), comme (a V b) est un multiple de a et b, alors n est un multiple
de |k|a et |k|b;
— si n est un multiple de (ka) et de (kb), alors c’est un multiple de k; si on pose n = kn’, alors n' est
un multiple de a et de b, donc un multiple de (a V b). Donc n = kn’ et un multiple de |k|(a V D).
D’ou I'égalité cherchée. O

Proposition I1.34. Si a,b € Z, alors : (a Ab) X (aVb) = |a X b|.

Démonstration. Supposons déja que a et b sont premiers entre eux. On chercher alors a montrer que
aVb=lab|, et donc :
Vn € Z, (aln et bln) < ab|n.

Considérons donc n € Z :
— si ab|n : comme ab est un multiple de a et b, alors n est un multiple de a et de b (par transitivité) ;
— si n est un multiple de a et b : on écrit m = au = bv pour u,v € Z. Et ainsi : a divise bv et est
premier avec b, donc a divise v. On peut donc écrire v = ak, pour k € Z, et donc m = bv = abk est

un multiple de ab.
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Donc a V b = |ab| et 1'égalité est vérifiée.
Si a et b ne sont pas premiers entre eux : le résultat est clair si a ou b est nul, car alors :

(aVvb)=0=ab
Sinon, on applique le résultat précédent a % et Ab, qui sont premiers entre eux. On a par la proposition
précédente :
a ab ab
avVb=(aNb V =(aAb) X =
( )<a/\b a/\b> ( ) (anb)?  aNnbd
donc, en multipliant par (a A b) on trouve bien ’égalité voulue. O

I1.4 PGCD d’un nombre fini d’entiers

Définition I1.35. Si ay,...,a, € Z non tous nuls, on définit le pged de aq,...,a, comme le plus grand
diviseur commun de tous les a; :

ai N /\an = /\a'i = ngd(CLlj...,CLn) = Inmax (ﬂp(al)>

i=1 =1
et on pose O N --- N0 =0.

Proposition I1.36. Si a; ..., a, sont des entiers, alors :

n

D(pged(as, . .., a,)) = [ D(a).

=1

Démonstration. On procede par récurrence sur n € N avec n > 2. Le cas n = 2 ayant été montré avant.
Pour I'hérédité, on pose d = pged(ay,...,a,). On a :

nﬁ D(a;) = (ﬂp a; ) N D(api1) = D(d) N D(api1) = D(d A pis)

et en prenant le maximum des ensembles précédents, il vient que d A a,1 est le pged de aq, ..., a,41, ce
qui donne le résultat voulu. O

Remarque I1.37. On peut ainsi calculer récursivement le pged d’une famille d’entier.

Corollaire I1.38. Le pgcd de aq, ..., a, est le plus grand diviseur commun des a; pour la divisibilité.

Proposition I1.39. Siaq,...,a, sont des entiers non nuls, alors il existe uy, ..., u, € Z tels que : Z a;u; =

i=1
n
Ao
=1

Démonstration. On procede par récurrence sur n € N avec n > 2. Le cas n = 2 ayant été montré avant.
Pour I’hérédité, on pose d = pged(ay, ..., a,) :

— par hypothese de récurrence (pour n) : d = 3" a;u;;

— par le point précédent : /\ZHFI1 a; =dA apy1.

Et ainsi par théoreme de Bézout :

n+1
/\ a; = du + api1v = E a;(du;) + api1v.
i=1 i=1
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Corollaire 11.40. Si ay,...,a, € Z, alors :
/\ai =min ((¢1Z + - -+ a,Z) "N N*).
i=1

Définition I1.41. On dit que des entiers aq,...,a, sont premiers entre euxr dans leur ensemble si
leur pged vaut 1.
On dit qu’ils sont premiers entre eux deux-a-deux si a; et a; sont premiers entre eux pour tous i # j

Proposition I1.42. Si les a; sont deuz-a-deux premiers entre eux, ils le sont dans leur ensemble.

Démonstration. On a:ay AagA--- ANa, == 1. O

=1
Remarque I1.43. La réciproque est fausse : (a1, as,a3) = (2,3,6) donne un contre-exemple.

Proposition 11.44. Des entiers aq,...,a, sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe des entiers
Ui, ..., u, tels que Y o a;u; = 1.

Démonstration. Comme pour deux entiers : une implication par théoreme de Bézout ; 'autre car un diviseur
commun aux a; divise Y1 | a;u;. O

III Décomposition en produit de nombres premiers

ITI.1 La décomposition en facteurs premiers

Proposition II1.1. Soient p un nombre premier et n € 7Z.
Alors n est divisible par p si, et seulement si, p et n me sont pas premiers entre eut.

Démonstration. Les diviseurs positifs de p sont 1 et p, donc :
pAn#1lSpAn=p<pn.
O

Corollaire ITI.2 (Lemme d'Euclide). Un nombre premier divise un produit si, et seulement si, il divise ['un
des facteurs.

Démonstration. Soit p un nombre premier :

p ne divise pas a; ...a, < p est premier avec a; ...a,
< p est premier avec chaque a; .
< p ne divise aucun a;

]

Théoréme II1.3 (Théoreme fondamental de 'arithmétique). Tout entier strictement positif s’écrit comme
produit (éventuellement vide) de nombres premiers, de maniere unique a [’ordre prés des facteurs.

Démonstration. Montrons ’existence par récurrence forte sur n € N* :
— sin =1 :alors n est le produit de 0 nombres premiers (un produit vide);
— supposons le résultat vrai jusqu’a n € N*. Alors :
— sin+ 1 est premier : n+ 1 =n+ 1 (produit a un élément) ;
— sin+ 1 est composé : alors n + 1 a un diviseur premier p > 2 et on peut écrire n 4+ 1 = pm avec
m € N* et m < "TH < n; et on applique I’hypothese de récurrence a m.
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Ce qui assure l'existence dune telle décomposition.

Pour 'unicité, supposons par 'absurde py,...,p, €t q1,..., ¢, des nombres premiers tels que p;...p, =
q1 - - - ¢m soient deux écritures différentes.

Quitte a diviser les deux égalités ou a échanger les roles des p; et des g;, on peut supposer qu’aucun des
p; n'apparait parmi les ¢;. Mais alors p; divise le produit des ¢;, donc I'un des ¢;. Mais comme p; et les g;
sont premiers, alors p; est égal a 1'un des ¢;, d’ou la contradiction.

D’ou l'unicité. O

II1.2 La valuation p-adique

Définition II1.4. Soient n € N* et p un nombre premier. La valuation p-adique de n est le nombre
(éventuellement nul) de fois qu’apparait p dans la décomposition de p comme produit de nombres premiers.
On la note vy(n).

Remarque IIL.5. On a en particulier que p divise n si, et seulement si, v,(n) > 0 (ou v,(n) # 0).

Proposition II1.6. Si n est un entier et p un nombre premier, alors p»™ est la plus grande puissance de
P qui divise n.
En particulier, on a :

n = H p”p (n) .
p

premaier

Démonstration. On regroupe les “p” ensemble dans I’écriture de n en produit de nombres premiers, ce qui
donne I'écriture voulue et le fait que p*»(™ divise n. L unicité assure que c’est bien la plus grande puissance
de p qui divise n. O

Remarque I11.7. Le produit ci-dessus est en fait fini (dans le sens ou seulement un nombre fini de facteurs
sont différents de 1). Les diviseurs premiers de n sont en nombre fini, donc les nombres premiers p tels
que v,(n) > 0 sont en nombre fini. Pour les autres : vy(n) = 0 donc p»™ =1,

Proposition III.8. Soient a,b € N* et p un nombre premier :
1. vy(ab) = vy(a) + vp(b) ;
2. sia divise b : v, (2) = v,(b) — vy(a).

Démonstration. On exprime ab comme produit de puissances de nombres premiers distincts :

ab = ( H p”p(a)> . ( H pvp(b)>
p premier p premier

— H pUr(@Fup®)

p premier

ce qui donne bien que pour tout p premier : v,(ab) = v,(a) + v,(b) par unicité de 'écriture précédente.
Le deuxieme point s’en déduit en utilisant que a X g =b.

]

II1.3 Application aux diviseurs

Proposition IIL1.9. Soient a,b € N*. Alors a divise b si, et seulement si, pour tout nombre premier p :
vp(a) < vp(b).

Démonstration.
— si a divise b : soit p un nombre premier. On a alors v,(a) = v,(b) — v, (2) < v,(b).
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— réciproquement : on pose ¢ = [, | omier pUr®=(@ qui est un entier naturel (comme tous les v,(b) —
vp(a) sont des entiers naturels) et qui vérifie :

aXc= H pvp(a) % H pvp(b)—vp(a) _ H pvp(b) _

p premier p premier p premier

donc a divise b.

Théoreme II1.10. Soient a,b € N*. Alors :
Loanb= [ pointe@e0);

p premier

2. aVb= H prax(vp(@)vp (b))

p premier

Autrement dit : pour tout p premier, on a :
vp(a A b) = min(vy(a), v,(b)) et vy(a V b) = max(v,(a), vy(D)).

Démonstration.

1. le lien entre valuation et diviseurs donne que, pour tout entier d :

vp(c) < vp(a)
p(€) < up(b)
< Vp premier, v,(c) < min(v,(a),v,(b))
< cdivise [] prin(vp(a),vp(b)

{ ¢ divise a

et ¢ divise b < Vp premier, {

p premier

et comme le pged de a et b est le plus grand diviseur commun pour la divisibilité, on trouve le
résultat voulu.

ab
2. On utilise que a V b = et que pour tous m,n € N : m +n = max(m,n) + min(m, n).
a

AD
O

Corollaire II1.11. Soient a,b € N*. Alors a et b sont premiers entre eux si, et seulement si : pour tout p
premier, vy(a) - v,(b) = 0.

Démonstration. On a les équivalences suivantes :

aANb=1 <& Vp premier, v,(a Ab) =0
& Vp premier, min(v,(a),v,(b)) =
& Vp premier, v,(a) =0 ou v,(b)
& Vp premier, v,(a) - v,(b) =0

ce qui est bien le résultat voulu. O

IT1.4 Le (petit) théoréme de Fermat

Théoréme II1.12. Soit p un nombre premier et a un entier. Alors : a? = a [p).
Si de plus a n’est pas divisible par p, alors : a?~' =1 [p].

Démonstration. La démonstration s’appuie sur le lemme suivant :

Lemme I11.13. Si p est un nombre premier, alors pour tout k € [1;p — 1] on a : (i) =0 [p].



134 CHAPITRE 11. ARITHMETIQUE DANS LES ENTIERS

Prewve du lemme : Par définition, on a : (}) = #lk! et donc : pl = (¥) - k! (p — k).
Donc p divise le membre de droite, donc un de ses facteurs. Mais il ne divise pas k! = 1----- k comme
k < p, et pas non plus (p —k)! =1-----(p—k) comme k > 1. Donc p divise (i) ]

Montrons alors par récurrence que le résultat est vrai si a € N :
—sia=0:a"=0=0=a [p;
— si a? = a [p| : alors par formule du binéme :

(a—i—l)p:i(i)akza’)—klza—l—l [p]

k=0

ce qui prouve la récurrence.
Le cas général se déduit car, si a € Z, il est congru modulo p a un entier naturel (par exemple le reste de
sa division euclidienne par p). Et alors on a :

ce qui conclut la preuve du cas général.
Si a n’est pas divisible par p, alors il est premier avec p et on peut donc diviser par a dans les congruences
modulo p. O]

Remarque II1.14. La réciproque du théoréme de Fermat est fausse : les mombres non premiers qui la
vérifient sont les nombres de Carmichael (par exemple 561 ).
En revanche la réciproque du lemme est vraie.

Exemple I11.15. Donnons la liste des congruences de puissances modulo 7. On donne ci-dessous, pour
a,n € {0,...6}, la quantité a™ modulo 7 :

) "lol1l2|sls]5]6
0 ilolololololo
1 11111111
P 112141112141
3 1132641 5]1
y 14121114121
5 11514161231
6 1616 1]6]1

Remarque II1.16. On déduit ainsi que les puissances positives de a modulo p sont (p — 1) périodiques ce
qui permet facilement de calculer des puissances modulaires.

Exemple I11.17. Calculons : 4820*' [37] :
— 37 est premier et 48 n’est pas divisible par 37, donc 48 et 37 sont premiers entre eux;
— la division euclidienne de 2021 par 36 est : 2021 = 56 x 36 + 5 ;
— le reste de la division euclidienne de 48 par 37 est 11.

FEt ainsi :

482021 485 [37]
11° [37]
121 x 121 x 11 [37]
10 x 10 x 11 [37]
10 x 110 [37]

10 [37]

ot on a utilise que 111 = 37 x 3 est un multiple de 37 pour en déduire que 121 = 111 + 10 = 10 [37] et
que 110 = —1 [37].
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Exemple II1.18. Montrons que, si n € Z, tous les diviseurs premiers impairs de n*> + 1 sont congrus a 1
modulo 4.

Soit p un nombre premier impair divisant n® + 1. Alors p ne divise pas n* (sinon il diviserait 1), donc il
ne divise pas non plus n.
Donc par le petit théoréme de Fermat : nP~' =1 [p)].

Mais n*> = —1 [p|. Et comme p est impair, ’%1 eN. Etona:

Mais (—1)* = £1, pour k € Z. Et —1 n'est pas congru a 1 modulo p (comme p est premier impair, donc
p > 2). Donc finalement : (—1)% =1, donc p%l est pair, c¢’est-a-dire que p est bien congru a 1 modulo 4.
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Chapitre 12

Calculs matriciels

On note K I'ensemble R ou C. Les éléments de K sont appelés scalaires.

I Les ensembles de matrices

I.1 Définitions et notations

Définition 1.1. S n,p € N*, on appelle matrice a n lignes et p colonnes et a coefficients dans K
[Ln] x [L;p] — K

(Zaj) — ai,j ’
On la représente plutot sous forme d’un tableau a n lignes et p colonnes :

est une application A :

ayi; Aair2 ... Aip

21 Q22 ... d2p
A= A

pi1 Qp2 ... App

Si (i,7) € [1;n] x [1;p], le scalaire a; ; est appelé le coefficient d’indice (i,j) de A.

On note M., ,(K) l’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K.

Sin = p, on notera plus simplement M,,(K) au liew de M,,,,(K), et on parlera de matrices carrées de
taille n.

Remarques 1.2.

1. Pour spécifier une matrice par ses coefficients, en précisant son nombre de lignes et de colonne, on

pourra noter A = (a; ;) 1<i<n , ou plus simplement A = (a;;) s’il n’y a pas d’ambiguité.
i<p

1<
1<3j
2. Inversement, on notera [A];; le coefficient d’indice (i,7) de A, pour éviter d’introduire trop de
notations.

3. Deux matrices sont égales si elles définissent la méme application, c’est-a-dire si elles ont méme
taille et mémes coefficients.

Exemples 1.3. On a :
12 3 1 i
( 2 1 4 ) € MQ:,(R) et ( i1 ) € MQ((C)

On a de méme :

INIA
INIA

1<:i<3
1<j<2

11
(ij) ; = 2 4 | € M3,(C).
39

137
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I.2 Matrices remarquables

Définition I.4. Si n € N*, les éléments de M, (K) sont appelés matrices lignes (de taille n), tandis
que ceuxr de My, 1(K) sont appelés matrices colonnes (de taille n).

Plus généralement, si A = (a;;) € My, on dira que les matrices (a;1 ... a;p) sont les lignes de A,
a/l’-]

tandis que les matrices : pour j € [1;p] sont les colonnes de A.
Qp 5

Remarque 1.5. Un élément de K™ pourra étre vu comme une matrice ligne ou colonne, par les bijections

suivantes :

K — Mn,l (K)

K — Ml,n<K) y €
(x1,.. z0) = (21 ... xy) € (1, .., Tp) :

Tn

Définition 1.6. On appelle matrice nulle ['unique matrice de M,, ,(K) dont tous les coefficients sont nuls.
On la note parfois 0y, .
Quand n = p, on la note plus simplement 0,
Quand il n’y aura pas d’ambiguité, on la notera plus simplement 0.
Définition 1.7. Soient n € N* et A = (a; ;) € M, (K). On dira que la matrice A est :
1. triangulaire supérieure si :Vi,j € [1;n], i > j = a;; =0, c’est-a-dire que A est de la forme :

11 Aiz2 ... e Q1n
a2 ... cee Q2n

0 0 azsz ... Qagnp
0 0 ... ... G

2. triangulaire inférieure si : Vi,j € [1;n], i < j = a;; =0, c’est-a-dire que A est de la forme :

ai 0 0 e 0

az1 A22 0 e 0

azi1 asz2 g3

pn1 Ap2 ... ... Qpp

3. diagonale siVi,j € [1;n], i # j = a;; =0, c’est-a-dire que A est de la forme :

ai 0 e 0
0 Q22 ... 0
0 ... 0 apy

4. scalaire si elle est diagonale et que tous ses coefficients diagonaux sont égauz, ¢’est-a-dire qu’il
existe X € K tel que A est de la forme :

A0 0
0 A 0
0 ... 0 A

Dans le cas particulier ou A = 1, on parlera de la matrice identité (d’ordre n), notée aussi I,.
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Remarques 1.8.

1. Les matrices diagonales correspondent aux matrices a la fois triangulaire supérieure et triangulaire

supérieure.
2. 50 M,..., A\ € K, on note Diag(A1,...,\,) la matrice diagonale dont les coefficients sont les
Al, ..., A, dans cet ordre, c’est-a-dire que :
A 0 0
0 X 0
Diag(A1, ..., A\y) = o
0 0 M\

IT Combinaisons linéaires de matrices

II.1 Addition et multiplication par un scalaire

Définition IT.1 (Multiplication d’une matrice par un scalaire). Soit A = (a; ;) € M, ,(K) et X € K.
On note alors X - A, ou plus simplement AA, la matrice : (Aa; ;) € M, ,(K)

Remarque I1.2. Pour tout Ae M, ,(K) :1-A=A¢et0-A=0,,;
Proposition I1.3. Si A € M, ,(K) et A\, n € K, alors :

(Ap) - A=X-(pu-A).
Démonstration. Si (i,7) € [1;n] x [1;p], alors par associativité du produit sur K :

[(Aw) - Al ;=N p)raig =X praig =X (p-aiz) =[A-(p-A),,
donc les matrices considérées ont méme taille et mémes coefficients : elles sont égales. O]

Définition II.4 (Somme de matrices). Si A = (a; ;) et B = (b;;) sont deux matrices de M, ,(K), on définit
la somme de A et B, notée A+ B, comme la matrice : A+ B = (a;; + b; ;) € M, ,(K).
Proposition IL.5. Si A, B,C € M,,,(K) et A\, u € K, alors :

1. A+ B = B+ A (commutativité de la somme) ;

2. A+ (B+C) = (A+ B) + C (associativité de la somme);

3. Opp+A=A=A40,, (0,, est un élément neutre pour la somme) ;

4

. la matrice (—1)- A, qu’on notera plus simplement —A, est l'unique matrice D € M,, ,(K) telle que :
A+D=0,,=D+A;

5 AN+ p)A=XA+ pA;
XA (A+B)=X-A+\-B.

D

Démonstration. Dans toutes les égalités & montrer, les matrices ont méme taille (a savoir (n,p)). Donc
pour vérifier les égalités, il suffit de vérifier les égalités des coefficients. Soit (i,7) € [1;n] % [1;p] :
1. Par commutativité de I’addition sur K, on a :

[A+ BL’,]’ = [4],

Z7j

+(B],; = [B)

Z?J

+[Al,; =B+ A, ;

i3 i,j

2. Par associativité de ’addition sur K, on a :
[A + (B + C)]i,j = [A]z',j + [B + C]i,j = [A]i,j + ([B]” + [C]zg)
= ([AL] + [B]”) + [C]i,j = [A + B]i,j + [C]i,j = [(A + B) + C]i,j
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3. Comme additionner 0 ne changer rien sur K :

[On,p + AL’J = [On,p]i,j +[A4];; =0+ [A4],; = [4],

,Lﬂ-]

et la seconde égalité se déduit par commutativité de la somme matricielle ;

4. on procede directement par équivalences. Si D € M,, ,(K), alors :

A+ D=0, & V(i,j)€[l;n] x[Lp], [A+D];=0
A V(Z,j) € [[17”]] X [[Lp]]v [A]Lj + [D]i,j =0
& V(i) € [Ln] < [Lp], [D];,; =14, = [-A]
& D=-A

5. méme méthode que pour 1,2,3
6. idem
]
Remarque I1.6. Lidée est que ['on peut manipuler les additions de matrices et les multiplications par des

scalaires exactement comme les opérations usuelles + et X sur K.

I1.2 Matrices élémentaires

Définition I1.7 (Matrices élémentaires). Soient n,p € N* et (i, j) € [1;n] x [1;p]. On note E; ; la matrice
de M, ,(K) dont le coefficient d’indice (i, j) vaut 1 et tous les autres valent 0, c’est-a-dire que E; ; s’écrit :

j¢me colonne
1
0O ... 0 ...0
i ligne — O ... 1 ... 0
0O ... 0 ... 0

Les matrices E; ; ainsi définies sont appelées matrices élémentaires (de taille (n,p)).

Remarque I1.8. On prendra garde au fait que la taille d’une matrice élémentaire n’apparait pas dans sa
notation.

Exemples I1.9. L’ensemble M,, ,(K) contient n x p matrices élémentaires.
Par exemple pour My 3, on trouve les 6 matrices suivantes :

100 010 0 0 1
B = (0 0 0)’EL2_ (0 0 o)’Em_ (0 0 0)
000 000 000
Ear= (1 0 0)’E2’2_ (0 1 0>’E273_ (0 0 1)
Définition I1.10 (Symbole de Kronecker). Sii,j € Z (et plus souvent i,j € N), on appelle symbole de
L e 1 sii=
Kronecker la quantité notée 6, ; et définie par : 6; ; = 0 siidj

Proposition II.11. Si n,p € N*, les matrices élémentaires de M, , sont données par :

V(k, 1) € [1;n] x [L;p], Erg = (05 - d;1) -
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Démonstration. 11 suffit de regarder les coefficients. On a :

0in 0, #0060, #0et b #0 S i=ket j=1
donc seuls le coefficient d’indice (k,1) est non nul, et vaut alors 1. Il s’agit donc bien de Ej . O

Proposition I1.12. Si A € M,,,(K), alors A est une combinaison linéaire de matrices élémentaires :
il existe des scalaires \; ; tels que :

n p
A — Z Z )\i,jEi,j~

i=1 j=1

De plus, cette écriture est unique. Plus précisément, si A = (a;;), alors :

n p
A = Z Z CLZ'J‘EZ‘?]'.

i=1 j=1
est la seule écriture possible de A comme combinaison linéaire des matrices élémentaires.

Démonstration. Considérons \; ; une famille de scalaire indexée par (i,7) € [1;n] x [1;p]. Posons B =
Z?:l ?:1 Ai,jEi,j-

Par définition des opérations matricielles, le coefficient d’indice (k,l) de B est Ay, : puisque c’est le
coefficient de A\, Fy,, et toutes les autres matrices de la double somme ont comme coefficient 0 en indice

(k. 1).

Et ainsi, comme les matrices A et B ont méme taille :

A=B & V(kI)e[lin] x[Lp], [Alk = [Blk
& V(k 1) € [1;n] x [1;p], ars = A

ce qui est bien le résultat voulu. O

ITI Produit matriciel

IT1.1 Définition et premieres propriétés

Définition IIL.1. Soient n,p,q € N*, A= (a;;) € M, ,(K) et B € M, ,(K).
On définit le produit matriciel de A et B, noté A x B ou AB, comme la matrice C = (¢; ;) € M, 4(K)
définie par :

p
V(i 5) € [Ln] x [Liq], cij = airbr;.
k=1

Remarque IIL.2. Cette formule se visualise assez bien : pour calculer le coefficient d’indice (i,j) de la
matrice AB, on multiplie dans ["ordre les éléments de la i-éme ligne de A avec ceuz de la j-éme colonne
de B, et on ajoute les produits obtenus.

Pour multiplier deux matrices, il faut donc que la premiere matrice ait autant de colonnes que la seconde
a de lignes ; par exemple, on peut toujours multiplier ensemble des matrices carrées de meme taille.
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7™ colonne

1
bl,l R bl,j e bl,q
b271 R bgyj e b27q
bpi o by oo by

11 Q12 ... Qip i1 .- C15 ... Cigq
" ligne = | a1 Gig ... Qip Ci1 ... Cij ... Cig
Qp1 Ap2 ... QApp Cnal -+ Cpnj ... Cngq
79 colonne
{

a'i,lbl,% hl,l bl,j s bl,q
i,2b2,£ b 1 bQ’j N bQ’q

+ .
i by b bpil - bpg
aj1 a2 ... Qalp ; N & I B & W
17ome lZg’fLG — Qi1 Q2 .. Qip Gl - |Gl --- Cig
Qp1 Ap2 ... Adpp Ch1 -+ Cnj ... Cpg

Exemples II1.3.

2 3 1 —4
11 -2 (_21 _12)2 4 5 |
2 -3 7T 8

|
o)) =6 3)
2 (23) (0 D)= o)
(5 H)09=60)

Remarque ITI.4.

Si A, B sont deuz matrices non carrées, les produits AB et BA n’ont pas la méme taille (il se peut méme
qu’un seul ait un sens).

Mais méme si A et B sont carrées de méme taille, on n’a pas toujours AB = BA (c’est méme rare).
Pire : on peut avoir AB =0 sans que ni A ni B ne soit nulles.

Proposition IIL.5. Le produit matriciel vérifie les propriétés suivantes : si A, A" € M, ,(K), B,B €
M, .(K), C e M, (K), \,np €K, alors :

1. (AB)C = A(BC) (associativité du produit matriciel) ;

2.

(M + pA)YB = MAB + pA'B et AAB + uB') = AAB + uAB' (bilinéarité du produit matriciel);
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3. I,A= A= Al, (élément neutre pour la multiplication matricielle)
4 (M) (uB) = (An)(AB).

Démonstration.
Dans toutes les égalités a montrer, les matrices considérées ont méme taille. Il reste donc a montrer 1’égalité
entre leurs coefficients de méme indice.

1. soit (i,7) € [1;n] x [1;7] :

[(AB)C]i,j = Zk 1[ABik[Cli, Zk 12 1[Alia[Blik[Clig

Zk 1[‘4] [ ] [C]k,J l:l[A] ,l[BC]l,j
= [A(BC)L,J

ce qui donne bien 1'égalité cherchée.

2. Montrons la premiere égalité. Soit (i,7) € [1;n] x [1;4] :
[(AA + ,UA/>B]2',]‘ = JAA A+ p Ak Bk = 20— (MALik + ulAix) [Br
= )\Z 1[Alik[Blr; +MZ 1[ANir Bk = AMABJi; + u[A'Bli
3. Montrons la premiere égalité. Soit (i,7) € [1;n] x [1;p] :

n

12 AL = TalislAlk = [Ali

k=1

en notant que, a ¢ fixé, la seule valeur de k pour laquelle [1,,);x # 0 est k = 4, et alors [[,,];; = 1.
4. soit (4,7) € [1;n] x [1;4] :

(AA)(uB));; =D INALir[pBley = M Y _[Alir[Blij = M[ABli; = [(M1)(AB)), ;-

Corollaire IT1.6. Si A € K, la multiplication par la matrice scalaire de coefficient X (4 gauche ou a droite)
coincide avec la multiplication scalaire par .

Démonstration. On applique les points 3 et / :

(AL)A = A(I,A) = AA = M(AL) = A(L).

II1.2 Utilisation des matrices lignes ou colonnes

Exemple II1.7. Le produit (dans cet ordre) d’une matrice ligne par une matrice colonne de méme taille est
une matrice de taille (1,1) :

by
b n
(CL1 as ... an) . :2 = (Clel + a2b2 + 4 anbn) = (Z akbk> € M1,1<K)
: k=1
bn,

et en particulier le produit d’une matrice ligne par une matrice colonne n’a de sens que si elles ont autant
de coefficients.
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Al ‘inverse, le produit (dans cet ordre) d’une matrice colonne par une matrice ligne a toujours un sens,
et la matrice obtenue a autant de lignes que la matrice colonne, et de colonnes que la matrice ligne. Ses
coefficients donnent tous les produits possibles de coefficients des deux matrices :

aq a161 ale e albp
asg (Izbl a262 e Clsz

. (bl bg . bp) = : . . = (aib]—)i’j S Mnyp(K)
an anby apnby ... ayb,

Proposition II1.8. Si A, B sont deux matrice, alors AB est la matrice des produits des lignes de A par les
colonnes de B (en identifiant M, 1(K) a K).

Démonstration. Soient A = (a;;) € My, ,(K) et B = (b;;) € M, 4(K). Notons Ay, ..., A, les lignes de A,
et By, ..., B, les colonnes de B. Alors pour tout (i, j) € [1;n] x [1;¢] :

P P
[ABlij =Y airbeg = > [AislBilen = [AiBjl1a.
k=1 k=1
]
Proposition IIL.9. Soit A € M,, ,(K) :
T
1. si on note Cy,...,C, € M, les colonnes de A, et si X = | : | € M,1(K), alors :
Tp

P
AX =210+ 42,0 = > mCr
k=1
c’est-a-dire que AX est une combinaison linéaire des colonnes de A ;
2. st on note Ly, ..., L, € My, les lignes de A, et s1Y = (y1 yn) € My, (K), alors :

YA=yLi+- +yaln=> yeln
k=1

c’est-a-dire que YA est une combinaison linéaire des lignes de A.

Démonstration. Notons déja que, du fait de la définition du produit matriciel, AX est un vecteur colonne
de taille n et YA est un vecteur ligne de taille p.

Soit i € [1;n] :
p

[AX];1 = Z[A]m[X]k = Z%[Ck]m = [Z 2 Cl

k=1

i
Soit j € [1;p] :

n

Y ALy =) YIulAles = > wwlliliy = [Z ykLk]

k=1 J

O

Remarque III.10. Si (i,5) € [1;n] x [1;p], en prenant X = E; = | 1 | € M,1(K) avec un 1 en j-éme

position et des 0 sinon, et Y = F; = ( | ) € My ,(K) avec un 1 en i-éme position et des 0 sinon,
on trowve : ;A= L; et AE; = C}.



III. PRODUIT MATRICIEL 145

I11.3 Puissances de matrices

Définition ITI.11 (Puissance d’une matrice carrée). Si A € M, (K) et k € N, on définit la puissance
k-éme de A comme :

I, sik=0
AF = Ax--xA sik>0 .
k foi

Remarque II1.12. On peut aussi définir récursivement, en notant que A¥ = A x A*1 si k > 0.

Remarque II1.13. Si on ne considére qu’une seule matrice A, les puissances se comportent bien avec les
produits : Vk,l € N, AFAl = A+,
En revanche, on n’a pas en général que (AB)* = A*B*.

Définition III.14 (Matrices nilpotentes). Soit A € M,,(K). On dit que A est nilpotente s’il existe p € N
tel que AP = 0,,.

On appelle alors lindice de nilpotence de A le plus petit entier k tel que A* = 0,, c’est-a-dire que :
Ak =0, et que A1 £0,.

Exemples II1.15.

1. la matrice nulle est la seule matrice nilpotente d’indice 1 ;

010
2. considérons A= 10 0 1|. Alors :
000
0 01 0 00
A2=1[0 0 0] #05etA>=[0 0 0] =054
000 0 00

donc A est nilpotente d’indice 3.

Définition IT1.16. Soient A, B deux matrices. On dit que A et B commutent si les produits AB et BA
sont bien définis et sont €gaux.

Remarque II1.17. Les matrices scalaires commutent avec toute matrice carrée de méme taille. On verra
en exercice que ce sont les seules matrices vérifiant cette propriété.

Proposition IT1.18. Si A, B sont deux matrices qui commutent, alors :

1. A et B sont des matrices carrées de méme taille ;
2. pour tout k € N : (AB)* = AkB* = (BA)*.

Démonstration.

1. si A e M,,,(K) et M, ,(K), alors :
— comme AB est défini, alors : p = ¢;
— comme BA est défini, alors : r = n;
— on adonc AB € M, (K) et BA € M,(K);
— comme AB = AB, alors AB et BA ont méme taille donc n = p.
Et ainsi : n = p = ¢ = r ce qui donne le résultat.

2. si k=0, le résultat est toujours vrai (méme si A et B ne commutent pas). Supposons k > 0 :

(AB)F = (AB) x (AB) x -+ x (AB) = Ax Ax - x ABx B x---x B=A"B*

k fois k fois k fois

ou on a changé l'ordre des facteurs grace a la commutativité et I'associativité.
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[]

Remarque I11.19. En fait, le précédent est un peu plus fort : on peut changer l'ordre des facteurs comme
on veut dans une succession de puissances de A et B, et le regrouper comme cela nous arrange.

Théoréme II1.20 (Formule du binome). Soient A, B deux matrices qui commutent et n € N. Alors :

(A+B)" = i (Z) Ak Bk,

Démonstration. On procede comme pour R ou C a I'aide d’une récurrence et du triangle de Pascal. O

Proposition IT11.21. Soient A, B deux matrices qui commutent et n € N. Alors :
n—1
A"—B"=(A-B)- (Z A’“B”‘l"“> .
k=0

Exemple II1.22. Calculons les puissances de la matrice A =

20 01
Ona.A:(O 2)+(0 O)'
—_— =

=2.15 =B
Comme 215 est scalaire, alors elle commute avec B et on peut appliquer la formule du binome, qui donne

pour toutn € N :
n_ n_ — (n n—k pk _ (1 gk o
A" = (2L, + B)" = E (k) (21,)""B" = g <k>2 B

k=0 k=0

21
0 2)°

Calculons les puissances de B. On a :

01 01 0 0
2 f— . g f—
B _(0 0) (0 0) (0 0) 02
et ainsi (par associativité) toutes les puissances de B plus grande que 2 sont nulles.
La somme donnée par le binome se simplifie donc pour n # 0 :

1
n __ n n—k nk __ on n—1 o 2" n‘2n71
A_Z(k)2 Bf=2"I,+n-2 B_(O on )

k=0 k=0 k=1

Pourn =0, on a A° = I, et la formule précédente reste donc valable.

n . on—1
Et ainsi pour tout n € N : A" = (20 " 22n )

Exemple II1.23. Calculons les puissances de la matrice A = (3 1).

1 3
3 0 01
Ona.A—(O 3)+(1 0).
—_—— =
=3I, —B

Comme 315 est scalaire, alors elle commute avec B et on peut appliquer la formule du binome, qui donne
pour tout n € N :

n

A= (BL+B)" =Y (Z) (2L,)"*B* = Zn: (Z) on—h gk

k=0 k=0
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Calculons les puissances de B. On a :

0 1 01 10
2 = . = =
B _(1 o) <1 0) <0 1> Lz
et ainsi on déduit (par récurrence on de maniére directe) que pour k € N :

Bk _ Iy si k est pair
| B sik est impair

On peut alors regrouper les termes dans la somme précédente :

n

An — Z (Z)gn—kl2+ ; (Z)Sn_kB |

=0 k=0,
= 51]2 + SQB
ou S, = i " 3"k et Sy = i " 3" % que lon va calculer. On a :
k=0 k=0
k pair k impair
S1+ Sy = i M) 3 — 4 et S — S, = i ) 3n 1)k = 2
k k
k=0 k=0
4m on 4n _ on
et ainsi : S; = + et Sy = )

2
Et en réinjectant ces valeurs on trouve que pour tout n € N :

An_4”—|—2” 1 0 +4”—2” 0 1 _1 Aqn 4 Qn 4 "
92 01 2 1 0/ 2\4n—27 gn 4 9on )-

On pourrait aussi calculer les puissances de A par la formule du binéme en décomposant A comme :

11 -1 1
A—2-]2~|—<1 1) 0uA-4-Ig+<1 _1)

ot le point important est que les matrices que 'on somme pour obtenir A commutent, et leurs puissances
se calculent facilement.

Remarque II1.24. [l est fondamental que les matrices commutent. Par exemple, la méme méthode ne

0 2

(02 @8 -00#68) 626

Dans ce cas il faudrait plutot utiliser la somme :

2= (1)

. . . 2
fonctionnerait pas pour calculer les puissances de ( ) car :



148 CHAPITRE 12. CALCULS MATRICIELS

II1.4 Produits de matrices particulieres

Proposition II1.25. Soient E; ; € M, ,(K) et Ex; € M, ,(K) deuz matrices élémentaires. Alors :
E;jEgy = 0jpEii € My 4(K)

c’est-a-dire que : E; jEy; = 0,4 si k # j, et qu’il s’agit sinon de la matrice élémentaire d’indice (i,1) de
taille (n,q).

Démonstration. On calcule chaque coefficient. O

Corollaire II1.26. 57 A est une matrice et E; ; une matrice élémentaire. Alors si les produits suivants sont
bien définis :

1. A-E;; est la matrice dont la j-éme colonne est la i-éme colonne de A, et tous ses autres coefficients
sont nuls ;

2. E; ;- A estla matrice dont la i-éme ligne est la j-éme ligne de A, et tous ses autres coefficients sont
nuls.

Démonstration. On écrit A comme combinaisons de matrices élémentaires : A = 3", a1 Ej;.
Par bilinéarité du produit matriciel, on trouve que :

A-E; = Z ap B iy = Z ki B j

k,l k
Eij-A= g ap B j By = E a; i Eig
k,l !
qui sont bien les égalités voulues. O

Proposition I11.27. Le produit de deuz matrices triangulaires supérieures (resp. triangulaires inférieures,
diagonales) est une matrice triangulaire supérieure (resp. triangulaire inférieure, diagonale).

De plus, les coefficients diagonauz de la matrice produit sont égauz (dans l'ordre) auz produits deuz-a-deuz
des coefficients diagonaux des matrices de départ.

Démonstration. Montrons le cas de matrices triangulaires supérieures. Soient A, B € M,,(K) triangulaires
supérieures. On écrit A = (a;;) et B = (b, j, et ainsi : ¢ > j = a;; = b, ; = 0.
Soient i, j € [1;n] avec i > j. Alors :

n i—1 n
[ABlij = aisbey = > aig ey + aisbiy + > aix bey = aiby;
k=1 k=1 -0

by, ;
k=il
Et ainsi on trouve bien que :
—sli=7: [AB]M = ;i .
Le cas des matrices triangulaires inférieures se montre de méme.
Le cas des matrices diagonales en découle : un matrice diagonale étant a la fois triangulaire supérieure et
inférieure. O

Remarque I11.28. On retrouve que le produit de matrices scalaires est une matrice scalaire. Qu’on savait
déja car :

(ML) (pdn) = (Au) L.
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Définition ITI.29 (Matrices par blocs). Sing, no,p1,p2 € N* et Aj1 € My, 5, (K), A5 € My, 1, (K), Agy €
A Aip

Moy 1 (K), Ag g € My, . (K), on leur associe la matrice en blocs notée oA
21 Az

, qui est [’élément

A€ Moy, 4y pr4pe (K) défini par :

stl<i<nietl<j<p
sil<i<nietpr+1<j<p+ps
stmi+1<t<ni+ngetl <j3<pm
stini+1<i<ni+nyetpr+1<7<p+po

1,1

[A;; =

2,1(i—n1),5

[Ara];
A, Q]ZJ —p1)
[Az2,1]
[A22](; 0,

,(j—p1)

Proposition II1.30. Le produit d’une matrice est compatible avec les matrices en blocs, dans le sens ou,
sous réserve que tous les produits matriciels ci-dessous aient un sens :

A Ao ' Bii DBip _ A11Big +A1pBo1 AiiBio+ Ai2Bss
Asq Aso By By A 1Bi1+ AgoBoy As1Bio+ AsoBas)

Démonstration. En regardant chaque coefficient. O]

IV Transposition

Définition IV.1. Si A = (a;;) € M, ,(K), on appelle transposée de A, notée AT (ou parfois 'A) la
matrice AT = (b; ;) € M, ,(K) telle que :

V(i,7) € [L;n] x [1;p], a:; = bj.

Remarque IV.2. Prendre la transposée revient a échanger les lignes et les colonnes (les lignes de A sont
les colonnes de AT et inversement). Visuellement, prendre la transposée revient o effectuer une symétrie
par rapport a la diagonale. En particulier, les coefficients diagonauz ne changent pas.

1 0

(1 3 2 -1 s |3 -2

Exemple IV.3. SzA-(O 2 1 2>,alorsA =5 1
-1 2

Proposition IV.4. La transposition est involutive, c’est-a-dire que, si A € M,, ,(K), alors :
(A7) = A

Démonstration. Si (i,7) € [1;n] x [1;p] :
T 471 _
[(A ) ]Z.j - [A ]]z - [A]i,j‘
O
Remarque IV.5. La transposition est une application de M,, ,(K) sur M, (K) : comme ces ensembles
sont a priori distincts (sauf si n = p), alors il ne s’agit pas d’une involution comme on l’entendait pour
les applications.

Mais on peut pallier ce probleme en posant E = UnmeN* M, »(K) : et dans ce cas on peut bien voir la
transposition comme une application bijective de E sur lui-méme qui est sa propre réciproque.

Proposition IV.6 (Linéarité de la transposition). Si A, B € M,,,, et \,u € K, alors :

(A + uB)" = XAT + BT
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Démonstration. Comme les matrices ont méme taille, on regarde chaque coefficient. Si (i,7) € [1;p] x
[L;n] -
(A4 uB)| = DA+ Bl = NAL + p[Blys = A[AT], | + 1Bl

ij
[
Proposition IV.7. Si A € M,, ,(K) et B € M, ,(K), alors :
(AB)" = BTAT.
Démonstration. Soit (i,7) € [1;¢] x [1;n] :
p
[(AB) ] ij [AB]j,i = Z[A]]k[B]kl
) k=1
= Y [BT]iklA" [BT AT
k=1
[

Définition IV.8. Une matrice carrée A est dite :
1. symétrique si AT = A;
2. antisymétrique si AT = —A.
On notera S, (K) l’ensemble des matrices symétriques de taille n, et A,(K) celui des matrices antisymé-
triques.
Proposition IV.9.
1. Les coefficients diagonauz d’une matrice antisymétrique sont nuls.
2. La matrice nulle est la seule matrice symétrique et antisymétrique.
3. Toute matrice se décompose de maniere unique comme somme d’une matrice symétrique et d’une
matrice antisymeétrique.

Démonstration. 1. Si A € M, (K) est antisymétrique, et ¢ € [1;n], alors :
[Alii = [=AT]ig = —[AT]is = —[A]is

)

donc [A];; = 0.
2. Pour une telle matrice A, on a : —A = AT = A, donc A = 0,,.
: A+ AT A— AT . - o
3. Les matrices S = et T' = sont respectivement symeétrique et antisymeétrique, et

vérifient A =S + T, ce qui assure I'existence. L’unicité vient du point précédent.
]

Remarque IV.10. Le dernier point ressemble beaucoup a l’écriture d’une fonction comme somme d’une
fonction paire et d’une fonction impaire. L’idée derriére est que ['on cherche a décomposer en somme d’un
élément stable (c’est-a-dire dont l'image est lui-méme) par une involution et d’un élément “anti™-stable
(c’est-a-dire un élément dont l'image est son opposé) par cette méme involution.

Pour les fonction, il s’agissait de linvolution :

o { FRE) & FRE
' fo= (@ f(-2))
Et on retrouve méme un autre résultat analogue : la valeur “x = 0” correspond sensiblement auz coefficients

de la diagonale dans une matrice (ce sont les éléments stables par la symétrie derriére involution). Et
une fonction impaire s’annule en 0, comme les coefficients diagonaux d’une matrice antisymétrique.
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V  Matrices inversibles et systemes linéaires

V.1 Inversibilité matricielle

Définition V.1. Soit A € M,,(K). S’il existe B € M,,(K) telle que AB = BA = I,,, on dit que la matrice
A est inversible.

La matrice B est appelée linverse de A, et est notée A",

L’ensemble des matrices inversibles de taille n est noté GL,(K), et est appelé le groupe linéaire.

Proposition V.2. Linverse d'une matrice inversible est unique.

Démonstration. Soient B, C' deux inverses de A. Alors :

B=B-I,=B-(AC)=(BA)-C=1,-C=C.

Exemples V.3.

1. la matrice I, est inversible, d’inverse elle-méme.

2. plus généralement, une matrice diagonale dont les coefficients valent tous £1 est inversible d’inverse
elle-méme.

3. des lors qu’une matrice possede une ligne ou une colonne nulle, elle ne peut pas étre inversible. Par
exemple la matrice nulle n’est pas inversible.

4. Une matrice nilpotente n’est pas inversible.

Proposition V.4. Soient A, B € GL,(K). Alors :
1

1. A7 est inversible, avec : (A7) = A;

2. si A € K avec A # 0, alors NA est inversible d’inverse %Ail ;
3. la matrice AB est inversible, d’inverse : (AB)™' = B~1A™!;
4. sik €N, alors A* est inversible d’inverse (A*)™1 = (A=1)k;
5. AT est inversible, d’inverse (AT)_l = (A_l)T.
Démonstration.
1. A-At=1,=A714;
2. (M) (3A7Y) = (A\f) AA™ =, et de méme (3A7Y) (M) = I,
3. (AB)(B'A ™YY = A(BB™Y)A™' = AILA7' = AA™' = [,, et de méme (B'A7')(AB) = I,,;
4. on procede par récurrence sur k en utilisant le point précédent ;
5. par transposée d’un produit : AT(A™)T = (A472A)" = IT =1, et de méme (A~1)T AT,

Définition V.5 (Puissances négatives d'une matrice inversible). Si A € GL,(K) et k € Z. On pose :

Ak — AF stk>0
1l AN sik<o

Proposition V.6. Une matrice triangulaire supérieure (resp. triangulaire inférieure) est inversible si, et
seulement si, ses coefficients diagonauzx sont non nuls.

Dans ce cas, son inverse est également triangulaire supérieure (resp. triangulaire inférieure) et se coeffi-
cients diagonaux sont les inverses de ceux de la matrice de départ.
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Démonstration. Montrons le pour une matrice triangulaire supérieure. Le cas des matrices triangulaires
inférieures découlera par transposition.
Montrons par récurrence sur n € N* que : tout matrice triangulaire supérieure de taille n est inversible si,
et seulement si, ses coefficients diagonaux sont non nuls.
— sin=1:alors A= (a). Et donc : si a = 0, A = 0; n’est pas inversible; si a # 0, A est inversible
d’inverse (é)
— supposons le résultat vérifié pour toutes les matrices triangulaires supérieure de taille n, et donnons-
nous A € M,,;1(K) triangulaire supérieure. Ecrivons A sous forme de la matrice par blocs : A =
A A . . . -
(O ! ;) ou 4; € M,(K), Ay € M,,1(K) et a € K. Notons que A; est triangulaire supérieure,
1n
et que les coefficients diagonaux de A sont ceux de A; et a.
: : . . . . I B, B
— si A est inversible : notons, suivant les mémes tailles de blocs que A, écrivons : A~ = ( Bl 62) .
3

Par produit en blocs, on a :

AA_l o A1B1 + A2B3 AlBQ + Agb . In On,l i A_lA i BlAl BlAQ + BQCL
o CLBg ab - 01 n 1 - - B3A1 B3A2 + ab

)

dont on regarde les égalités bloc par bloc.

On a déja que By A, = I, avec I'égalité de droite.

Avec celle de gauche, on trouve ab =1, donc a # 0 et b = i Comme aBs = 0y, et a # 0, alors
Bs = 01,,. Et donc on trouve A, By = I,,.

Ainsi A; est inversible, d'inverse B;. Par hypothese de récurrence appliquée a A;, on trouve que
By est triangulaire supérieur, et ses coefficients diagonaux sont les inverses de ceux de A;, donc
des n premiers de A.

-1
Et finalement, comme A~! = <A1 2), qui est bien de la forme voulue.

1
Ol,n a
— si A a tous ses coefficients diagonaux non nuls : alors A; aussi, donc on peut lui appliquer

I’hypothese de récurrence et A; est inversible. On a alors :

Al A (ATY LAV (AAT —JAAT A A
01, a 01 1 “\ 01, 1 = Int1

ATh —LATta, Ay A
01771 é ) 01771 a)

ATt =1A7A
Ol,n L

et de méme on trouve que (

Donc A est inversible et son inverse est ( 2), qui est bien de la forme voulue.

a
ce qui conclut I’hérédité.

D’ou la récurrence. O
Corollaire V.7. Si \y,..., A\, € K, la matrice Diag(Ay, ..., \,) est inversible si, et seulement si : Ay X -+ - X
An # 0.
Et dans ce cas on a : | .

Diag(\i,...,\y)) ' =Diag [ —,...,— ).

(Diag(Ars--. M) = Dig (03 )

Démonstration. Une matrice diagonale est a la fois triangulaire inférieure et supérieure, donc son inverse
aussl. 0

Corollaire V.8. Si \i,..., N\, € K" et k € Z, alors :

(Diag(A1, ..., A\n))F = Diag(M\F, ... \F).
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V.2 Lien avec les systemes linéaires

Proposition V.9. Considérons le systeme linéaire a n inconnues et p équations :

1,171 + Q1272 + ... + a1.pTp = bl

a21T1 + A22T2 + ... + QppTp = bg
(S): . . .

p1%T1 + ApoTa + ...+ aupry, = by

Alors la résolution de (S) revient a résoudre l’équation :

(€):AX =8B
ou A = (a;;) € Myp(K) et B=(b;) € M1 sont donnés, et X = (z;) € M,1(K) est l'inconnue.
Démonstration. Clair. O

Proposition V.10. Avec les mémes notations, le systeme précédent est compatible si, et seulement si, B
est combinaison linéaire des colonnes de A.

Démonstration. Découle de la multiplication d’une matrice par une matrice colonne. O

Proposition V.11. On suppose le systéme (S) compatible, et on pose Xy une de ses solutions.
Alors les solutions de (S) sont les Xo+Y, ou'Y est une solution du systéme homogéne associé.

Démonstration. Soit X € M, ;. Alors on a :
AX =B AX =AXy; < A(X — X)) =0
par bilinéarité du produit. Ce qui donne bien le résultat voulu. O]

Corollaire V.12. Avec les mémes notations, si p > n, alors ’équation AX = B admet soit une infinité de
solutions, soit aucune.

Démonstration. Découle de I'ensemble solution d'un systéme homogene possédant plus d’inconnues que
d’équations. [

Proposition V.13. Soit A € M, (K). Alors A est inversible si, et seulement si, ’équation AX = B
d’inconnue X € M,,1(K) posséde une solution pour tout B € M,, 1(K).
Dans ce cas, pour tout B, le systeme AX = B admet une unique solution.

Démonstration. On traite séparément les deux implications.
Si A est inversible. Soient X, B € M,,1(K). Alors :

AX =B AA ' X =A"'Be X=A"'B

donc le systéme AX = B admet une (unique) solution, qui est X = A~!B.
Réciproquement, si le systeme AX = B admet toujours une solution. Pour tout i € [1;n], posons X;
une solution de I'équation AX = E; (ou E; est la matrice élémentaire d’indice i de taille (n,1)). Posons

X = <[XZ] j> € M,,(K) la matrice carrée dont les colonnes sont les X;. Alors :
— par définition des X;, on a : AX = ([El]J) =1,;
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— considérons 'équation YA = yI,,, d’inconnues Y € M,,(K) et y € K : cette équation est un systeme
linéaire a n? + 1 inconnues (n? qui proviennent de Y et 1 pour y) et a n? équations (une par
coefficient dans I’égalité matricielle), et admet donc une solution non-nulle. Si on la note (Yy, yo),
alors on a Yy # 0 ou yo # 0.

Mais on a aussi :

Y=0=YA=0=YAX =0=Y, =0
donc nécessairement yo # 0. N
En posant Y = iYO’ on aainsi : YA = 1I,.
Ainsi A est inversible & gauche (d’inverse X) et & droite (d’inverse Y). Et on a aussi que :

Y=Y I,=YAX)=(YAX =1,X=X

et donc Y = X : donc A est inversible d’inverse X.

L’unicité dans les solutions des systemes AX = B découle de la premiere implication. n

Théoréme V.14. Soit A € M,,(K). Alors A est inversible si, et seulement si, l'une des conditions suivantes
est vérifiée :

1. pour tout B € M,,1(K) le systéme AX = B a une solution ;
. pour tout B € M,,1(K) le systétme AX = B a une unique solution ;
. il existe B € M,,1(K) le systeme AX = B a une unique solution ;

. il existe une matrice C' € M, (K) telle que AC =1, ;

2
3
4. Uéquation AX =0 a pour seule solution X =0;
5
6. il existe une matrice C € M, (K) telle que CA = I,,.
Démonstration. Les deux premiers points ont déja été vus.
Les points & et 4 seront vus au paragraphe suivant.
Pour 5 : si AC = I, et B € M, 1(K), alors : CB est une solution du systeme AX = B, donc par le
résultat précédent A est inversible. La réciproque est claire.

Pour 6 : si CA = I,,, alors ATCT = I,,, donc par le point précédent A est inversible, donc A aussi. La
réciproque est claire. O

Remarque V.15. Un matrice est donc inversible a droite si, et seulement si, elle est inversible a gauche.
Ceci est tout a fait remarquable compte tenu du fait que la multiplication matricielle n’est pas commutative
sur M,,(K). En particulier, dans 5 et 6, la matrice C' est unique et est égale a A™".

Corollaire V.16. Si A, B € M, (K), alors :
A, B € GL,(K) & AB € GL,(R).

Démonstration. Le sens direct a déja été montré.
Pour la réciproque, notons C' = (AB)~!. Alors :
— comme (AB)C = I,,, alors A(BC') = I,, (par associativité), donc A est inversible d’inverse BC';
— comme C(AB) = I, alors (CA)B = I,, (par associativité), donc B est inversible d’inverse C'A.
[

Remarque V.17. On retrouve au passage que : B~*A™' = CABC = C = (AB)™!.
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V.3 Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes

Proposition V.18 (Ecriture matricielle des opérations élémentaires). Faire une opération élémentaires sur
les lignes (resp. les colonnes) d’une matrice revient a la multiplier & gauche (resp. a droite) par la
transformée de la matrice identité.

Démonstration. Soit A € M,,(K). On consideére E; ; la matrice élémentaire d’indice (7, j) de taille n. On
rappelle que :
— la matrice E; ;A est la matrice dont la i-eme ligne est la j-eme ligne de A;
— la matrice AE;; est la matrice dont la j-eme colonne est la i-eéme colonne de A.
On peut alors exprimer les opérations élémentaires sur les lignes en terme de multiplication a gauche :
— la permutation L; <+ L; : par I, — E;; — E;; + E; j + Ej;;
— la dilatation L; <— AL; : par Diag(1,...,1, A\, 1,...,1) =1, + (A — 1)E;;;
— la transvection L; <= L; + A\L; : par I, + \E; ;.
Donc on trouve bien le résultat voulu.
Les opérations élémentaires sur les colonnes s’obtiennent de méme par multiplication a droite :
— la permutation C; <+ C; : par I,, — E;; — E; j + E; ; + E;,; (comme pour les lignes) ;
— la dilatation C; <— AC; : par Diag(1,...,1, A\ 1,...,1) = I, + (A — 1)E;; (comme pour les lignes);
— la transvection C; <— C; + ACj : par I,, + AE;; (la transposée de la matrice pour les lignes).
O

Proposition V.19. Réaliser des opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes d’une matrice ne
change pas son inversibilité.

Démonstration. Notons que, si B est une matrice inversible, alors une matrice A est inversible si, et
seulement si, AB est inversible (par inversibilité d’un produit).

Le résultat découle alors du fait que les matrices associées aux opérations élémentaires sont inversibles :
pour les dilatations ou transvection, il s’agit de matrices triangulaires de coefficients diagonaux non nuls;
pour les permutations on peut voir que la matrice est son propre inverse. ]

Corollaire V.20. Une matrice possédant deux lignes identiques ou deux colonnes identiques n’est pas in-
versible.

Démonstration. Par opérations élémentaires, on se ramene a l'inversibilité d’'une matrice qui possede une
ligne ou une colonne nulle. O

Corollaire V.21. Si A € M,,(K), alors A est inversible si, et seulement si, le systeme AX = 0 a pour seule
solution 0.

Démonstration. Si A est inversible, le résultat est clair.

Si A n’est pas inversible, considérons le systeme AX = 0. Par opérations élémentaires sur les lignes, on se
ramene au systeme échelonné équivalent T'X = 0, ou T est une matrice triangulaire supérieure. Comme A
n’est pas inversible, T' non plus donc 7" possede un coefficient diagonal nul.

Quitte a échanger les inconnues, on peut supposons que son dernier coefficient diagonal est non nul. Mais
alors, pour tout x,, € K, le systeme T X = 0 admet une solution dont la derniére coordonnée vaut z,,.
Donc le systeme T X = 0 admet une infinité de solution, tout comme le systeme AX = 0. O

Corollaire V.22. La matrice A est inversible si, et seulement si, pour un B € M,,1(K) "équation AX = B
admet une unique solution.

Démonstration. Si A est inversible, on peut prendre B = 0 par le résultat précédent.

Réciproquement, si un tel B existe, alors notons X; tel que AX; = B. Comme les solutions de 1’équation
AX = B sont de la forme X; + X, avec X solution de I’équation homogene, on déduit que 1’équation
homogene a pour seule solution X = 0. Et on utilise & nouveau le point précédent. O
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V.4 Calcul d’inverses de matrices

Proposition V.23. Si A € M, (K) et X, Y € M,,;(K).

Si le systeme AX =Y (d’inconnue X ) est équivalent a un systeme A'Y = X (d’inconnue Y ), alors A est
inversible d’inverse A’.

Sinon A n’est pas inversible.

Démonstration. Pour le premier cas, le systeme admet toujours une solution peu importe la valeur de Y,
donc A est inversible.

Réciproquement, si A est inversible, alors A’ = A~! convient. n

Remarque V.24. En pratique on cherchera simplement a résoudre le systéme AX =Y (par méthode du
pivot par exemple).

1 -1 1 T a
Exemple V.25. Considérons la matricce A= | —2 —1 0. Posons X = |y | etY =1[|b]. Alors :
3 -1 2 z

T -y + z = a
AX =Y < —2xr — vy = b
3r — y + 2z =
r — Yy + z = a
& - 3y + 2z = 2a+Db
2y — 2z = =3da+c
r - Yy + z = a
& - Jy + 2z = 2a+0b
z = —ba+2b+3c
T — vy = 6a—2b—3c
& - 3y = 12a — 3b—6¢
z = —ba+2b+ 3c
r — vy = 6a—2b—3c
& Y = —da+b+2c
z = —bda+2b+ 3c
r = 22 — b — ¢
& y = —4a + b + 2
z = —ba + 2b + 3c
2 -1 -1
S X=1-4 1 2 |Y
-5 2 3

1 -1 1 2 -1 -1
Donc | =2 —1 0] est inversible d'inverse | —4 1 2
3 -1 2 -5 2 3
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1 -1 1
Exemple V.26. Faisons la méme chose avec B= | =2 —1 1| et reprenons les mémes X,Y . Alors :
3 -1 1
T -y + 2z = a
AX =Y < —2r — y + =z b
3r — y + z =
r - Yy + z = a
& - 3y + 3z = 2a+Db
2y — 2z = —3a+c
r — Yy + z = a
& - 3y + 2z = 2a+0b
0 = —ba+2b+3c
1
Donc ’équation BX = | 0| n’a pas de solution, car alors :—ba + 2b + 3¢ = —5 # 0.
0

Donc B n’est pas inversible.

On pouvait aussi directement chercher a résoudre BX = 0, et voir qu’il y a une solution non nulle. Comme

0 —1 1
les deuziéme et troisieme colonnes de B sont opposées, on a (sans calcul) que B | 1| = [ -1 |+ 1] =0,
1 -1 1

donc l’équation BX = 0 admet une solution non nulle, et B n’est pas inversible.

Proposition V.27. Si A est inversible, la suite d’opérations élémentaires sur les lignes qui transforme A
en I, transformera I, en A7

Démonstration. Notons Py, Ps, ..., P, les opérations élémentaires que 'on effectue dans cet ordre, c’est-a-
dire que :

P....PPhA=1,.

Alors en multipliant par A™!, on trouve : A~' = P,... PPy = P,.... P,RI,. O

Remarques V.28.

1. On pourrait faire avec les opérations sur les colonnes, mais il ne faut pas mélanger les opérations
sur les lignes et les colonnes dans un méme calcul d’inverse de matrice.

2. On a méme mieux : si, avec des opérations élémentaires, on transforme A en une matrice non
inversible, alors A n’était pas inversible.

1 11
Exemple V.29. Etudions Uinversibilité de la matrice A= [1 2 3 par opérations élémentaires sur les
1 4 8
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lignes :
1 11 1 00
1 2 3 010
1 4 8 001
1 11 1 00
01 2 -1 1 0
0 3 7 -1 0 1
1 11 1 0 0
01 2 -1 1 0
0 01 2 -3 1
1 10 -1 3 -1
010 -5 7 =2
0 01 2 -3 1
1 00 4 —4 1
010 -5 7 =2
0 01 2 -3 1
4 -4 1
donc la matrice A est inversible. Son inverse est : A~' = | =5 7 =2
2 -3 1

Remarque V.30. Quand on cherche a inverser la matrice A par opérations élémentaires sur les lignes, au
lieu de travailler avec deux matrices simultanément, on peut travailler avec la matrice rectangulaire (Al,)
(de taille n x 2n), que l'on cherche a échelonner, ce qui revient exactement au méme.



Chapitre 13

Les réels

I Théoreme de la borne supérieure

Définition I.1. Soit E un ensemble muni d’une relation d’ordre <, et A une partie de E :

1. on dit qu’un élément a de E est la borne inférieure de A si : a est le plus grand minorant de A ;
on note a = inf(A) ;

2. on dit qu’'un élément b de E est la borne supérieure de A si : b est le plus petit majorant de A ;
on note b = sup(A).

Proposition 1.2. Si A posséde un mazimum (resp. un minimum), alors A posséde une borne supérieure
(resp. inférieure), et alors : max(A) = sup(A) (resp. min(A) = inf(A)).

Démonstration. Soit a = max(a). Donc a est un majorant de A et a € A. Si M est un majorant de A,
comme a € A, alors : a < M. Donc a est bien le plus petit majorant : donc sup(A) existe, et sup(A) =
max(A). O

Théoréme 1.3 (de la borne supérieure).
1. Toute partie non vide majorée de R admet une borne supérieure.

2. Toute partie non vide minorée de R admet une borne inférieure.

Exemples I.4. 1. A =]0;1] est non vide (il contient 1), magjoré (par2) et minoré (par —41) ; sup(A) =
1 etinf(A) =0;
2. B ={x € R| 2% < 2} vérifie sup(B) = v/2 et inf(B) = —v/2;
3. C ={z € R|2? < 2} vérifie aussi sup(C) = v/2 et inf(C) = —/2.

Remarque 1.5. L’ensemble Q ne vérifie pas le théoréme de la borne supérieure.

Posons A = {x € Q|2? < 2} : alors A est non vide et majorée, mais n’admet pas de borne supérieure
(dans Q).

Le fait que A est non vide et majorée est clair.

Montrons que A n’a pas de borne supérieure. Soit a € Q un majorant de A (dans Q) : montrons qu’il ne

a 1
peut pas étre le plus petit. Pour cela, on pose b = 5 + =

a
— comme 1 € A, alorsa>1 doncb>0;
— 0nab2:%+a%+1:2+<§+a%—l> =2—|—(%—l)222, doncbZ\/iestunmajomntdeA;

a

— (%)2 = I;% < 2 donc % € A; donca> %, c’est-a-dire ab > 2.
— en remplacant b par sa valeur, on déduit que a> > 2, donc a > /2 (car V2 ¢ Q) ;
— etdoncb—aq=>1_—12=22 <0, donc b < a.

Donc, peu importe le majorant choisi, on peut toujours trouver un majorant strictement plus petit : A n’a

a 2 2a
pas de borne supérieure.

159
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Proposition 1.6. Soit A une partie non vide de R. Alors :
M est un majorant de A .
Ve>0,da e AM—c<a<M "’

m est un minorant de A '
Ve>0,daeAm<a<m-+e’

1. M:supA@{

2. m:ian<:>{

Démonstration. Montrons le premier résultat :

— si M =supA :
— M est un majorant de A (par définition);
— sie >0, alors M — e < M donc M — ¢ n’est plus un majorant de A. Donc il existe a € A tel

que M —e <a.Donc M —e<a< M.

— réciproquement : soit M’ < M. Posons ¢ = M’ — M > 0. Alors il existe a € A tel que M’ < a, donc

M’ n’est pas un majorant de A. Donc M est le plus petit majorant de A et M = supA.
m

Remarque 1.7. L%dée derriere étant que la borne supérieure est le plus petit majorant : tout nombre
strictement plus petit n’est plus un majorant.

Définition 1.8. Etant donné I un intervalle non-vide de R, notons 01 Uensemble (éventuellement vide) de
ses bornes inférieure et supérieure (selon que I est minoré, majoré ou borné). On définit alors l'adhérence
de I, notée I, comme I =1 UOI.

L’ensemble 01 est appelé 'ensemble des extrémités de I.

Remarques 1.9.

1. L’adhérence se voit bien sur la notation avec les crochets : cela consiste a tourner les crochets qui
définissent I vers l'intérieur.

2. Un segment est égal a son adhérence.

Exemples 1.10.
1. [0;1[=[0;1] ;
2. RY =R, ;
3. si I =R, alors I =R (et donc on prendra garde a ne pas confondre avec R).

Théoreme 1.11. L’ensemble R est archimédien, c’est-a-dire que :
Va € RL,Vb € R, In € N, na > b.

Démonstration. Soient a € R* et b € R. Par I'absurde, supposons que : Vn € N, na < b.

Alors I'ensemble A = {na, n € N} est une partie non vide majorée de R, donc posséde une borne supérieure
M.

Soit n € N. Alors (n+1) € N, donc (n+1)a € A, donc : (n+1)a < M. Et finalement : na < M — a, donc
M — a est un autre majorant de A.

Ceci contredit le fait que M est la borne supérieure de A. n

Théoréme-Définition 1.12. Soit x € R. On appelle partie entiére de x, notée |z|, l'unique entier relatif
n tel que :n <z <n+1.

Démonstration. 1. unicité : supposons que n,n’ € Z conviennent, c¢’est-a-dire tels que :

n <zr< n+1
n <zx< n+1

!/
Alors:{ Tf < mtl et donc —1 <n—n' < 1.
n < n+1

Mais n — n’ est un entier, donc n —n’ =0, donc n = n/'.
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2. existence : posons A = {k € Z |k < z}, qui est une partie de Z majorée (par ) et non vide car :
— six>0:alors0€ A;
— si x < 0 : comme R est archimédien, il existe n € N tel que n x 1 > —x, et alors —n € A.
Ainsi, A possede un plus grand élément, que 1’on note n, et qui vérifie :
— commen € A:n<ux;
— commen+1¢A:z<n+1.
Et donc n convient.

O
Théoréme-Définition I.13 (Division euclidienne). Soit y € R* :
Ve e R, (g, r) € Z x [0;y[, x=qy+r.
Cette écriture est appelée division euclidienne de x par y. On appelle r le reste et q le quotient.
Démonstration. Découle des propriétés de la partie entiere appliquées a g O]

Remarque 1.14. La partie entiere n’est autre que le quotient de la division euclidienne par 1.

II Approximation d’un réel

Proposition-Définition II.1. Si x € R et n € N, on appelle approximation décimale de v a 107" le
.. | 10" |
décimal : x, = .

10m

Ona:z,<z<uz,+

107

Démonstration. Découle des propriétés de la partie entiere. O]
1

Remarque I1.2. Plus précisément, x, est l'approximation de x par défaut. Et x, + — est appelée

107
approximation par erceés.

Proposition-Définition I1.3. Une partie A de R est dite dense dans R si elle vérifie ['une des propriétés
équivalentes suivantes :

1. entre deux réels, il existe un élément de A ;

2. tout intervalle ouvert non vide de R contient un élément de A.

Démonstration. — 1= 2:5si [ est un intervalle ouvert non-vide, et z,y € I avec x < y. Alors il existe
a€ Atel que:x<a<y, etdoncaé€[r,y CI,doncacl;
— 2= 1:solent z,y € R, avec z < y. Alors l'intervalle |z, y[ contient un élément a € A, et x < a <y
pour un tel A.
m

Théoréme I1.4. L’ensemble Q des rationnels est dense dans R.

Démonstration. Soient x,y € R avec x < y. On veut montrer qu’il existe r € Q tel que : x < r < y.

1. comme R est archimédien, il existe ¢ € N* tel que : ¢(y — z) > 1;

+1 .
2. en notant p = |zq| N ,onaquep€ZetreQvérifient : p<axqg<p+1,doncx <r;

< y—=z
3. de plus : , donc r < y.

< X

IV~
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]
Remarque IL1.5. En fait, on a méme que D est dense dans R grace a 'approrimation décimale.
Théoréme I1.6. L’ensemble R\ Q des irrationnels est dense dans R.

Démonstration. Soient z,y € R avec z < y. Alors ' = z — /2 et v = y — /2 vérifient ces mémes
propriéteés.

Par densité de Q dans R, il existe ' € Q tel que : 2’ <1’ < v/’

Et donc, en posant r =1’ + 2, ona:z <r < y.

Reste a montrer que 7 € R\ Q : par 'absurde, si on avait r € Q, alors on aurait que : V2 = r — 1’ serait
la différence de deux rationnels, donc serait un rationnel. D’ou la contradiction. O

ITI La droite achevée

Définition IIL.1. On appelle droite achevée, notée R, I’ensemble : R = R U {—o00; +00} = [—00; +00].
On prolonge Uordre sur R a R en posant : Vo € R, —oo <z < +o0.
On prolonge les opérations usuelles de R a R en posant :

1. VreR :z+ (—00) = —00 etz + (+00) = +00;

2. —00+ (—00) = —00 et +00 + (+00) = +00;
3. Vx e RY 2 x (+00) =400 et x X (—00) = —00;
4. Ve eR* :x X (+00)=—00 et x X (—o0) = +00;
5. 400 X (400) = —00 X (—00) = 400 et +00 X (—o0) = —00 X (+00) = —00;
6.VreR:— =" —0;
+00 —00

7. Vx € R, 337&0:)%‘:00.

Remarque II1.2. Les autres opérations, comme +00+(—00) ou 0x too sont des formes indéterminées :
elles ne sont pas bien définies.

Proposition IT1.3. Tout intervalle I de R est de la forme ]a;b|, Ja; b, [a;b[ ou [a;b] pour a,b € R.
Et dans ce cas, si ces quantités sont définies, on a : sup(I) = b et inf(I) = a.

Démonstration. Par disjonction de cas, selon les différentes formes d’intervalle. O]
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Suites numériques

I Généralités
Dans cette partie K désignera R ou C.

Définition I.1. On appelle suite numérique une famille (u,)neny d’éléments de K indezée par N.
On notera plus simplement u ou (u,) la suite, et u, est le terme général de u.

Remarque 1.2. On pourra indexer une suite par N privé de ses premiers éléments. Par exemple, une suite
indexée par N\ [0;ng[ sera notée : (up)n>n,-

Exemples 1.3. Une suite peut étre définie de différentes maniéeres :
— explicite, avec une formule : Vn € N, u, =n?>+3n+1;
— amplicite : Vn € N, u,, est l'unique solution positive de l’équation 2" +nx —1 =0
— par récurrence : ug = 10 et Vn € N, w41 = sin(u,,).

Remarque 1.4. On peut voir une suite comme une fonction u : N — R, et la représenter comme telle :

X
p TR

Définition 1.5. Si u,v sont deux suites numériques et X\ € K, on définit les suites u + v, Au et u X v par :

(u+v), = up+uy,
Vn € N, (), = Auy,
(uXv), = Uy, XV,

Définition 1.6. Les indices n € N sont appelés les rangs de la suite.
On dira qu’une suite (uy,)nen VErifie une propriété a partir d’un certain rang s’il existe ng € N tel que
la suite (up)n>n, VETifie cette propriété.

163
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Exemple 1.7. La suite (u,) = (n!) est paire a partir du rang 2.

Définition 1.8. On dira qu’une suite u est constante si elle ne prend qu’une seule valeur.
On dira qu’une suite est stationnaire si elle est constante a partir d’un certain rang.

Définition 1.9. On dira qu’une suite réelle u est :
— majorée s’il existe un réel M tel que : Vn € N, u, < M ;
— manorée s’il existe un réel m tel que : Vn € N, u,, > m;
— bornée si elle est majorée et minorée.

Remarque 1.10. ] faut bien faire attention a ce que les majorants ou minorants ne dépendent pas de
n.

Proposition I.11. La suite (u,,) est bornée si, et seulement si,la suite (|u,|) est majorée.
Démonstration. Comme pour les fonctions. n

Définition 1.12. On dira qu’une suite réelle u est :
1. croissante si : Vn € N, w11 > uy, ;
2. décroissante si : Vn € N, U, <ty
3. strictement croissante si : Vn € N, wu,1 > uy ;
4. strictement décroissante si : Vn € N, u, 1 < u,.
Dans les deux premiers cas, u sera dite monotone, et strictement monotone dans les autres cas.

Remarque 1.13. En pratique, pour étudier la monotonie d’une suite, on étudie le signe de la suite (U411 —

uy). Si la suite (u,) est de signe constant, on peut aussi étudier la suite <“Z“

) (en faisant attention au

n

signe de uy).

. 1
Exemple 1.14. Ftudions la monotonie de la suite : (u,) = <n 1 2).
n

La suite u, a tous ses termes strictement positifs. Et pour tout n € N on a :

Upyr 2 (n+2)? n® +4n + 4
— po — = 2 > 1

et ainsi : Upi1 > Uy, donc la suite (u,) est strictement croissante.
Définition 1.15. Un suite (u,) est dite périodique s’il existe N € N* tel que :
Vn eN, upin = uy.

Proposition 1.16. Une suite périodique (ou périodique a partir d’un certain) ne prend qu’un nombre fini
de valeurs.

Démonstration. Si n € N, on écrit n = Ng + r la division euclidienne de n par N. Alors u, = u, €
{Uo, ce ,UN_l}.

Le cas général en découle en rajoutant les premieres valeurs de la suite. O]

Remarque 1.17. De fait, les suites périodiques ne présentent pas un grand intérét...
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IT Limite d’une suite réelle

I1.1 Limites finies ou infinies

Définition IL.1. Si (u,) est une suite réelle, et | € R, on dit que la suite (u,) converge vers | si :
Ve >0, dng e N, Vne N, n>ng = |u, — | <e.

On écrira alors : lim wu, =1 (ou plus simplement lim w, =1) ouu, — .
n—+00 n—>+00

Plus généralement, on dira que la suite (u,) est convergente si elle converge vers un réel l, et divergente
sinon.

Remarque I1.2. Cela revient a dire que : pour tout € > 0, lintervalle [l — €;1 + €] contient tous les termes
de la suites a partir d’un certain rang.

X X
X X X X
[Hmmmm e e 3'3 ------------- e LT LY
[ — % ;
X X X '
X l
]
% R

S
S

Remarques 11.3.
1. En pratique, on montre que la suite (|u, —l|) converge vers 0.

2. Toute la subtilité sera de trouver les bons €, en étant siur que € > 0, ou de trouver un ny convenable.

Exemple I1.4. Montrons que la suite (%) >1 converge vers 0 :
Soit e > 0. Alors ng = [X] + 1 convient car ng > * et :

1 1 1
n>ng=n>-=0<-<e=|--0<e
€ n n

Proposition II.5 (unicité de la limite). Si une suite converge, alors sa limite est unique.

Démonstration. Par I'absurde, supposons que la suite (u,) converge simultanément vers ly,ly € R avec
ly # [s.

1 —1
Posons € = M

et utilisons la définition de la limite :

— il existe ny tel que : n > ny = |u, — ] < e;
— il existe ny tel que : n > ng = |u, — o] < e.
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Posons N = ny + ns. Alors N > nl et N > ny. Mais par inégalité triangulaire :
3¢ = |ll—l2’ = |l1 —'LLN+UN—Z2| < ‘ll—UN’+’l2—UN| < 2¢e

d’ou la contradiction.
Donc I} = 5. O

Proposition I1.6. Toute suite convergente est bornée.

Démonstration. Soit (u,) une suite convergente de limite [. Avec ¢ = 1, il existe nyg € N tel que : n >
ng = |u, — (| < 1. Et donc :

Vi 2, [un| = fun = U+ 1] < Jun = 1]+ 1] < JI] + 1.

Donc M = max{1 + |l|, |uo|, |u1|, - .., |tin,—1]|} est un majorant de (|u,|) : la suite (u,) est donc bornée.
Le point important dans la preuve est que M existe bien car tout ensemble fini de réels admet un maximum.

]

Remarques I1.7.

n

1. La réciproque est évidemment fausse : la suite (u,) = (—1)" est bornée mais ne converge pas.

2. Lidée de la preuve est qu’une suite est bornée si elle l’est a partir d’un certain rang,; et c’est
clairement le cas pour une suite convergente.

Proposition I1.8. Si (u,) converge vers | # 0, alors tous les termes sont du signe de | (et ne s’annulent
pas) a partir d’un certain rang.

, , . 1 . . [ 3l 301
Démonstration. On utilise € = 5 A partir d'un certain rang, les termes sont dans 35| %% |33
selon le signe de (.

Remarques 11.9.
1. On utilisera plutot que, si u converge versl > 0, alors u est strictement positive a partir d’un certain
rang.
2. Le résultat montré est plus fort en fait : si l > 0, alors il existe m > 0 tel que u est minorée par

m a partir d’un certain rang; sil < 0, il existe M < 0 tel que u est majorée par M a partir d’un

certain rang. Ce résultat est plus fort dans le sens ou la suite (ul est ainsi bornée.

n

Définition I1.10. On dit qu’une suite réelle (u,) tend vers +oo si :

VAeR, dng e N, Vne N, n >ng= u, > A.
On écrira alors : nl—lgloo u, = +00 (ou plus simplement lim u,, = +00) ou u, n:w +00.
De méme, on dit qu’'une suite (u,) tend vers —oo si :

VAeR, dng e N, Vn e N, n>ng= u, < A.

et on utilisera les notations idoines.

X
X
X
X
X
X
X
X

SHkmmmmmmmmmmm e dX

=
(=)
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Exemple I1.11. Montrons que la suite (\/n) tend vers +o00 :
Soit A € R. Alors ng = | A?] + 1 convient car ng > A? et ainsi :

n>ng=n>A"=/n>VA2=|A| > A

Proposition I1.12. Soit (u,) une suite réelle :
1. si (uy,) tend vers +oo : alors elle est minorée, et elle n’est pas majorée ;

2. si (up) tend vers —oo : alors elle est majorée, et elle n’est pas minorée.

Démonstration. Le fait de ne pas étre majorée ou minorée découle de la définition.
Montrons qu’une suite qui tend vers 400 est minorée. Prenons la définition avec A = 0. Il existe ng tel
que : n > ng = u, > 0. Donc (u,) est minorée par : m = min{ug, uy, ..., Uy,—1,0}. ]

Corollaire I1.13. Une suite ayant une limite est majorée ou minorée.

Démonstration. Par disjonction de cas suivant que la limite est finie ou non. O]

I1.2 Opérations sur les limites

Théoréme I1.14. Si u,v sont deuz suites réelles avec limu = [ et limv = I’ (pour [,I' € R), et A € R alors,
sous réserve que les quantités ci-dessous soient bien définies :

1. la suite (u +v) a pour limite | +1';
2. la suite (Au) a pour limite Nl ;

3. la suite (uv) a pour limite | X I';

u [
4. sil' #£0, la suite - est bien définie a partir d’un certain rang, et a pour limite &

Remarque I1.15. 1] faudra bien prendre garde aux formes indéterminées (les opérations interdites dans

R). Par exzemple, sil = +oo et I' = —o0, la suite w = u + v peut avoir tout type de comportement :
— si (uy) =n et (v,) = —n :w est stationnaire ;
— i (uy) =2n et (v,) = —n :w tend vers +00 ;
— 51 (up) =n et (v,) = —2n : w tend vers —oo ;
— 51 (up) =n et (v,) = (=1)" —n :w n'a méme pas de limite.

Démonstration (de quelques cas) :

1. notons que [ + I’ est bien défini & moins que [ = +oo et ' = —1[ :
— sil,I" € R : on veut montrer que (u + v) converge vers [ + 1" € R. Soit € > 0. Sin € N :

[(un +v,) = L+ 1) = |(un, = 1) + (v, = )] < Jup — 1] + |0, = |

3
On applique les définitions des limites pour u et v avec 3 >0:

dny €N, Vn > ny, |u, — 1] <
dng € N, Vn > ny, |v, —U'| <

oM N ™

et ainsi, en posant ng = max(n,ny), pour tout n > ng on a :

|y +vp) — I+ <=+==¢

DO ™
DO ™

donc (u + v) tend bien vers (I +1).
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— sil = 4oo et I’ # —oo : alors u tend vers 400, et v est nécessairement minorée (elle est soit
convergente, soit elle tend vers +00). Donc u+v tend bien vers [+’ = 400 d’apres la proposition
suivante.

— sil = —o0 et " # +00 : méme constat.

. la seule forme indéterminée est serait A = 0 et [ = 00, mais en fait \u serait la suite stationnaire

(de valeur 0), qui converge vers 0. On considere donc A # 0 :
— sil € R : on veut montrer que (Au) converge vers Al € R. Soit € > 0. Sin € N :

| A, — Al| = |\ X |u, — 1.

£

On applique la définition de la limite de u a B

[, — 1] < o
Et donc : n > ng = |Au, — Al| < e. Donc (Au) tend bien vers Al.
— sil = +00 : on veut montrer que (Au) converge vers Al = signe(A)oo. Soit A € R. On applique

la définition de la limite de u a é, donc il existe ng tel que : n > ng = u, > é. Et donc :

> 0, donc il existe ng tel que : n > ng =

A, >A si A>0
Au, <A si A<0

donc A\u tend bien vers Al = oo S? A>0 )
—00 si A<O0

les formes indéterminées sont si | = +o00 et I’ = 0 (ou 'inverse) :
— sil,I’ € R : on veut montrer que (uv) converge vers [I’ € R. Soit ¢ > 0. Sin € N :

|(unvn) — ()] = |upvy — log + v, — U] = [(uy, — Do + v, = V)| < op||wn — 1| + | v, — U]
Comme v est convergente, alors elle est bornée, et il existe donc M € R tel que : Vn € N |v,| <

M. Posons a = max(M, |l],1) > 0.
On applique la définition des limites de u et v a o= >0 :

dng €N, VYn>ny, |u, — 1| <
dng € N, Vn > ng, |v, —U'| <

En prenant ny = max(ny,ns), pour tout n > ng, on a :

|upv, — | < i tas =e.
2a 2a

Donc (uv) converge bien vers [’

— pour les autres cas : on aura toujours une des suites qui tend vers oo et ’autre qui est minorée
par un nombre strictement positif ou majorée par un nombre strictement négatif a partir d’un
certain rang. Donc le résultat découle d’une proposition suivante.

4. grace a la limite d’un produit, il suffit de montrer que % tend vers % :

— si l € R* : on veut montrer que % converge vers % € R. Soit € > 0. Comme [ # 0, il existe un

rang ny tel que : n > ng = |u,| > % > 0, ce qui assure déja que u est bien définie & partir d’'un
certain rang.
Sin>ng,ona:

<ol =l

2
On applique la définition de la limite de u a 5% donc il existe ny tel que : n > ny = |u, —I| < 5%.
D’ou, avec ng = max(ng, ng) :

1 1_l—un
u, L

lu,

1 1‘
— —-| <e

Vn > nyg,
Uy, 1

Donc % converge Vers %
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— si [ = +o00 : on veut montrer que % converge vers 0. Soit € > 0.
On applique la définition de la limite de u a A = % > 0. Il existe un rang ng tel que : n > ny =
Up > % > (. Ce qui assure que u est bien définie a partir d’un certain rang.

Et donc :

1
=—<e.

1
n>ng= ‘—
un u”’l

Donc % tend bien vers 0.
O]

Remarque I1.16. Une autre maniere de dire est que les limites se comportent bien avec les opérations dans

R : la limite d’une somme est la somme des limaites, la limite d’un produit est le produit des limites, etc.

Proposition II.17 (Limites d’autres sommes). Si u,v sont deuz suites réelles :
1. siu est minorée et que v tend vers 400, alors u + v tend vers 400 ;

2. siu est majorée et que v tend vers —oo, alors u + v tend vers —oo.

Démonstration. Montrons le premier cas. Soit m un minorant de u, donc : Vn € N, u,, > m.

Soit A € R. On applique la définition de la limite de v avec A — m, donc il existe ng tel que : n > ny =
vy > A—m.

Et donc : Vn > ng, (u, +v,) > m+ (A—m) = A.

Donc (u + v) tend vers +o0. O

Proposition II.18 (Limites d’autres produits). Si u,v sont deuz suites réelles :

1. siu est bornée et que v converge vers 0, alors uv converge vers 0 ;

2. st u est minorée par m > 0 a partir d’un certain rang et que v tend vers 00, alors uv a méme
limite que v ;

3. st u est majorée par M < 0 a partir d’un certain rang et que v tend vers £00, alors uv a une limite
opposée a celle de v.

Démonstration. 1. notons M > 0 un majorant de |u|, donc : ¥n € N, |u,| < M.
Soit € > 0. On applique la définition de la limite de v avec 37 > 0, donc il existe ng tel que :
n>ng = |va] < 57
Et donc : Vn > ng, |uyv,| = |un - Jv.| <e.

Donc (uv) converge bien vers 0.

2. silimv = 400 : soit A > 0. Notons ni,ns € N tels que :

VYn >nq, up, >m >0
Vn > no, vn2%>0

Et donc, avec n = max(ng,ns), on a :

A
nZnoéunanmanmu:|A|2A
m

donc uwv tend bien vers +oo.

3. idem.

Proposition I1.19 (Limite de valeurs absolues). Si u a pour limite | € R, alors |u| a pour limite |I|.
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Démonstration. — sil € R : alors pour tout n € N : ||u,| — |I|| < |u, — ] (par inégalité triangulaire).
Sie >0, il existe ng € N tel que : n > ng = |u, — ] <e.
Et donc : n > ng = |Ju,| — ||| < &, donc |u| converge vers |l
— si |l = 400 : soit A € R. Par définition de la limite de u avec |A], il existe ng tel que : n > ng =
u, > |A| > 0.
Et donc : n > ng = |u,| = u, > |A| > A.
[

Remarque I1.20. La réciproque est fausse en générale (reprendre la suite (u,) = ((—1)")). Elle est vraie
sil=0 :limu=0<lim|ul =0.

Proposition I1.21 (Limites d’autres quotients). Si u est une suite réelle :

: : . . . 1
1. si u a tous ses termes strictement positifs a partir d’un certain rang et converge vers 0, alors —
U

tend vers +00 ;

: : : : : 1
2. siu a tous ses termes strictement négatifs a partir d’un certain rang et converge vers 0, alors —
U

tend vers —oo.

Démonstration. Montrons le premier cas.
Soit A € R.
Notons ny tel que : n > ny = u,, > 0.

1
Il existe ny tel que : n > ny = |u,| < .
2 q = 162 | |— ‘A’—{—l
1
Etdonc,avecnozmax(nl,ng):n2n0:>0<un§\un\§|A|+1:>—2|A|+12A.
Unp,
1
Donc — tend vers +oo. O

u
Corollaire I1.22. Soit u une suite réelle qui ne s’annule plus a partir d’un certain rang.

Alors |u| tend vers 400 si, et seulement si, — converge vers 0.
u

Corollaire I1.23. Si u converge vers | # 0 et si v tend vers 0, alors la suite ‘%‘ tend vers +o00.

Démonstration. 11 suffit de voir que ¢ tend vers 0. Mais, comme u tend vers [ # 0, alors % converge, donc
est bornée. Donc ¢ = v x % tend vers 0. O]

III Limites et inégalités

ITI.1 Liens entre inégalités et limites

Proposition III.1. Si u et v sont deux suites réelles convergentes telles que : ¥Yn € N, u, < v,, alors
limu < limw.
St de plus : Vn € N, u,, < v,, alors limu < limwv.

Démonstration. Notons [ = limwu et I’ = limv. Par opérations sur les limites :

— la suite v — u converge vers I’ —[;

— la suite |v — u| converge vers |I' — .
Mais ces deux suites sont égales par l'inégalité. Par unicité de la limite, on déduit que : [I' —=1| =1"—[. Et
ainsi : ! > [. O

Remarques II1.2.
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1. on ne peut pas avoir d’inégalité stricte en passant a la limite : par exemple prendre u =0 (la suite
nulle) et (v,) = (%) ;

n

2. il suffit en fait d’avoir u, < v, a partir d’un certain rang;

3. en pratique, on l'utilisera avec u ou v qui est une suite constante.

Théoréme IT1.3 (Théoreme d’encadrement, ou des gendarmes). Siu, v, w sont des suites réelles telles que :
vn eN, u, <wv, <w,.
St les suites u et w convergent vers une méme limite [, alors v converge aussi vers l.

Démonstration. Soit € > 0. Par définition des limites de v et w :

{HnleN,nanzﬂun—Hga donc |l — e < u,
g eN, n>nyg = |w, — 1| <e doncw,<l+e¢
En posant ng = max(ny, ny), on a :
n>ny=10—e<u, <v, <w, <l+edonc v, — 1| <e
donc v,, converge vers . O]

Remarque I11.4. I] suffit en fait d’avoir linégalité a partir d’un certain rang.

Exemples III.5.

1. montrons que la suite (u,) = (Sir’é”)> tend vers 0.

3=

Pour tout n € N*, on a : =t < up, <
1
n

Les suites de terme général _71 et com}ergent vers 0, donc u converge vers 0 par encadrement.

2. étudions la limite de la suite u de terme général : u, = nQ—H + n2—+2 + - n2+n Zk 1 n2+k
Pour tout k € [1;n] : e S S
Donc en sommant pour k allant de lan: 2+ <u, < ;L+1'

Mais

— == — — 1 : donc par encadrement u tend vers 1.

n2+n 1 1+0 111 =
Proposition ITI.6 (Divergence par minoration ou majoration). Soient u,v deux suites réelles telles que :
VneN, u, <wv,. Alors :

1. siu tend vers 400, alors v aussi;

2. st v tend vers —oo, alors u aussi.

Démonstration. Montrons le premier cas. Soit A € R. Il existe ng € N tel que; n > ng = u,, > A. Et
donc : n > ng = v, > A. O

II1.2 Suites monotones et suites adjacentes

Théoréme II1.7 (de la limite monotone).

1. Soit u une suite croissante :
— st u est magjorée : elle converge vers sup{u, |n € N} ;
— st u n’est pas magjorée : alors u tend vers 400.

2. Soit u une suite décroissante :
— si u est minorée : elle converge vers inf{u, |n € N} ;
— st u n’est pas minorée : alors u tend vers —oo.
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Démonstration. Montrons pour une suite croissante.

— si u est majorée : notons [ = sup{u, | n € N}, et prenons ¢ > 0.
Par caractérisation de la borne supérieure, on déduit que : il existe ny € N tel que | — e < u,, <.
Mais u est croissante et majorée par [, donc pour tout n > ng : uy, < u, <I[.
Et donc pour tout n > ng : l —e < u, <1, donc |u, — | <e.

— si u n’est pas majorée : soit A € R. Alors il existe nyg € N tel que u,, > A (sinon A serait un
majorant de u).
Par croissance, on a donc : n > ng = u, > u,, > A, donc u tend vers +oo.

Exemple I11.8. Etudions la suite de terme général : u, =1+ 2% + -+ # = 1%2
— w est croissante : sin € N, up g — u, = ﬁ >0;
1 1 1

— u est majorée par 2 : sik € N'\{1}, 7 < 1755 = 75 z.

ZZzlézljzg 21%2
1+Zk:2(ﬁ_ﬁ
1+(1-4)y=2-

Up,

ININA

Donc u converge, et sa limite | vérifie : | < 2. (en fait sa limite vaut %2 ~ 1.65.
Remarque II1.9. Le majorant utilisé n’est pas toujours la limite de la suite.
Corollaire IT1.10. Toute suite réelle monotone a une limite (finie ou non).

Théoréeme-Définition II1.11. Sotent u,v deux suites réelles telles que :
1. u est croissante;
2. v est décroissante ;
3. lim (u, —v,) = 0.

Alors on dit que u et v sont adjacentes.
Sous ces conditions, u et v convergent vers une meme limite [, qui est ['unique réel vérifiant :

Vn,m e N, u, <[ < v,

Démonstration. Comme u est croissante et v est décroissante, alors la suite u — v est croissante. Comme
elle converge vers 0, on déduit que : 0 est un majorant de u — v, donc u — v est toujours négative ou nulle.
Ainsi : Vn € N, u, < v,.

En utilisant a nouveau les monotonies, on a :

\V/TLEN, uOSungvnSUO

donc :
— la suite u est croissante, majorée par vy, donc converge vers un réel [;
— la suite v est décroissante, minorée par ug, donc converge vers un réel [’ ;
— lim (u, —v,) =0'—1=0.

Donc u et v convergent toutes les deux vers [.

Par monotonies de u et v, on a :

sup{u, |n € N} =1 = inf{v, |n € N}

ce qui justifie déja que : Vn,m € N, u,, <1 < v,,.
Si [” vérifie les mémes inégalités, alors :
— I’ est un majorant de u, donc : | < I’
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— [’ est un minorant de v, donc : I’ <.
Donc [ = I’, ce qui assure 'unicité. H

Remarque II1.12. Si les suites u, v sont strictement monotones, on peut mettre des inégalités strictes a la

fin.

Exemple I11.13. Démonstration de [’irrationalité de e.

1. On considere les suites u,v définies par :

1+ ! + ! + + ! t + !
Uy = —+ — 4+ — et v, = Uy .
1 2 n! n-n!
Alors :
— Upy1 — Up = ﬁ > 0, donc u est strictement croissante ;
_ 1 11 1 1 _ nm+D)+n—(n+D)2 _
— i1 = Un = (Ungt = Un) F GEIEEDD T Al = Gl T DGR mal = (oD (e )

-1
(A1) (4100

— lim (u, — v,) = lim -1 = 0.

Donc u et v sont adjacentes : elles convergent vers une méme limite [. On admet (voir chapitre plus

tard) que | = e.

< 0 donc v est strictement décroissante ;

2. Par l’absurde, supposons que e est rationnel : on écrit e = %’, avec p,q € N* (comme | > ug > 0).

Par stricte monotonie, on a : uq < £ < vy =u4+ ﬁ. Donc :

q-q -u<p-qg<q-q-u,+1

Mais q! - uy € N (en regardant la formule). Donc p - q! serait un entier strictement compris entre
deux entiers consécutifs, ce qui est impossible.

Donc e est irrationnel.

Théoréme II1.14 (des segments emboités). On considere (1) une suite décroissante (pour l'inclusion) de
segments, dont la longueur tend vers 0.
Alors : (V120 I, est un singleton.

Démonstration. Pour tout n € N, notons : I,, = [uy,, v,].
— par décroissance de (I,,), on a : Vn € N, [u,11,vp41] C [un,v,]. Donc u est croissante et v est
décroissante ;
— comme la longueur des I,, tend vers 0, alors : lim (v, — u,) = 0.
Donc u et v sont adjacentes. On note [ leur limite.
Alors : Vn € N, w,, <1 <w,, donc! € I,. Donc {{} C Nyenly.
Inversement, soit x € Nyenl,. Alors : Vn € N, u,, < z < v,. Et en passant a la limite : [ < z < [, donc
x = 1. Donc Nyenl, C {l}.
D’ou I'égalité. n

IV  Suites extraites

Définition IV.1. Soient u une suite et ¢ : N — N strictement croissante. La suite (%o(n)); notée aussi U,
est appelée suite extraite de u. La fonction ¢ est appelée fonction extractrice.

Exemples IV.2.
1. les suites (ugy,) et (ugni1) sont les suites extraites de u correspondant auzx indices pairs et impairs ;

2. la suite (Upin,) correspond a la suite u privée de ses ng premiers termes.
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Proposition IV.3. Siu est (strictement) croissante (ou (strictement) décroissante, constante, stationnaire,
magjorée, minorée, bornée), alors toute suite extraite de u aussi.

Démonstration. Evident. O
Proposition IV.4. Si u a pour limite | € R, alors toute suite extraite de w a aussi pour limite .

Démonstration. Montrons le résultat lorsque u converge vers [ € R.
Soit ¢ : N — N strictement croissante. Alors on a le lemme suivant :

Lemme IV.5. Vn € N, ¢(n) > n.

preuve du lemme. On procede par récurrence :
— ¢(0) € N, donc ¢(0) > 0;
— supposons ¢(n) > n. Alors, par monotonie : p(n+1) > p(n) > n, donc p(n+1) > n, et finalement :
e(n+1) >n+1.
[

Soit € > 0. Par convergence de u, il existe ng tel que : n > ng = |u, — | < e.
Et donc par le lemme : n > ng = p(n) > @(ng) > ng = |uem) — 1| < e. O

Remarque IV.6. En pratique, on utilise plutot la contraposée pour montrer qu’une suite n’a pas de limite :
— soit en exhibant une suite extraite qui n’a pas de limite ;
— soit en exhibant deux suites extraites qui ont des limites différentes.

Exemple IV.7. La suite (u,) = ((—1)") diverge car :
— la suite extraite (uo,) est constante égale a 1, donc converge vers 1 ;
— la suite extraite (ugny1) est constante égale a —1, donc converge vers —1.

Proposition IV.8. Si u converge, alors la suite (un41 — uy) tend vers 0.

Démonstration. Notons [ la limite de u. Alors (u,.1) converge vers . Donc (u,41 — u,) converge vers

[—-1=0. [l

Remarque IV.9. La réciproque est fausse.

On considere la suite définie par : u, =1+ % +ot % => %

On a pourn € N : upq —uy, = %H qui tend vers 0. Mais u ne converge pas.

Par labsurde, supposons qu’elle converge vers une limite l. Alors la suite extraite (v,) = (us,) convergerait
ausst vers L. Donc la suite v — u convergerait vers Q.

Mais pour tout n € N* :

2n 1 n 1 2n 1 n 1
R AN Pt TR
k=1 k=1 k=n+1

et donc en passant a la limite : 0 > %, d’ot la contradiction.
Donc u ne converge pas. Au passage, comme elle est croissante, cela montre aussi qu’elle tend vers 4+o0.

Proposition IV.10. La suite u a pour limite | € R si, et seulement si, les deux suites (uay,) et (Ugny1) aussi.

Démonstration. La premiere implication découle du fait que I'on a des suites extraites.
Réciproquement, supposons que (uz,) et (ug,11) convergent vers | € R (les cas | = +00 se traitent pareil).

Soit € > 0. Alors :
{ dny €N, VYn > ny, |ug, — 1] <e

dng € N, Vn > ng, |ugne — 1| <e

Posons ny = max(2n4,2ns + 1). Alors si n > ng :
— sin est pair : n = 2m avec m > nq, donc : |u, — | = |ugy, — | < &;
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— si n est impair : n = 2m + 1 avec m > ng, donc : |u, — I| = |ugme1 — | < e.
Donc u converge vers (. []

Théoréme IV.11 (de Bolzano-Weierstrass). De toute suite bornée on peut extraire une suite convergente.

Démonstration. Considérons une suite bornée u. On veut construire une fonction extractrice ¢ telle que
u,, converge, ce que 'on va faire récursivement.
On fixe Iy = [ag; bo] qui contient tous les termes de la suite u, c’est-a-dire : Vn € N, ag < u,, < bg.Et on
pose p(0) = 0.
On partage I en son milieu en deux segments : nécessairement 1'un de ces segments contient une infinité
de termes de u. Notons le I; = [aq; by]. Et on choisit N; € N tel que : uy, € I;.
On répete ce processus : pour tout n € N, on construit une suite décroissante de segments (1,,) = ([ay; by))
et une suite strictement croissante d’entiers (V) tels que pour tout n € N* :

— I, est une des moitiés de I,,_1;

— I, contient une infinité de termes de u;

— Un, € I,.

by —a
Comme la longueur de I, est (b, — a,) = 0 ~ 0 5 0, alors on peut appliquer le théoréme des fermés

emboités, et les suites (a,), (b,) convergent vers I'unique élément [ de Nyen/,,.
Considérons la fonction ¢ : n — N,. Elle est bien strictement croissante par construction. Et comme
UN, = Ug(n) € In, on déduit que :

Vn €N, ap < tpm) < by.

Donc par encadrement u, converge vers [ : on a bien une suite extraite convergente. O

V Traduction séquentielle de propriétés de R

Proposition V.1 (Caractérisation séquentielle de la borne supérieure). Soit A une partie non vide de R, et
M € R. Alors :

1. M est la borne supérieure de A si, et seulement si, M est un majorant de A et qu’il existe une suite
a valeurs dans A qui converge vers M ;

2. A n’est pas majorée si, et seulement si, il existe une suite a valeurs dans A qui tend vers +oo.

Démonstration. 1. Supposons que M = sup(A) : alors M est un majorant de A. On construit une
suite u d’élément de A avec : ug quelconque, et pour tout n € N*, M — % < u, < M (par définition
de la borne supérieure, comme % > 0).

Par encadrement, on a : limu = M.

Réciproquement, si M est un majorant de A et que u converge vers M : soit € > 0, alors :
Ing, n>ng=|u, — M| <e=>M-—c<u, <M.

Et donc M = sup A.

2. Si A n’est pas majoré. Alors, pour tout n € N, n n’est pas un majorant de A. On construit ainsi
une suite u d’éléments de A avec : Vn € N, u,, > n.
Par minoration, on a limu = +4o00.

Inversement, si v tend vers +00, on a vu que u n’est pas majorée, donc A non plus.

]

Proposition V.2 (Caractérisation séquentielle de la borne inférieure). Soit A une partie non vide de R, et
m € R. Alors :
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1. m est la borne inférieure de A si, et seulement si, m est un minorant de A et qu’il existe une suite
a valeurs dans A qui converge vers m ;

2. A n’est pas minorée si, et seulement si, il existe une suite a valeurs dans A qui tend vers —oo.

Exemple V.3. L’ensemble A = {%, |n € N*} admet 1 comme mazimum (donc comme borne supérieure),
et 0 comme borne inférieure.
1l est clair que 0 est un minorant de A, et la suite de terme général 711 tend vers 0.

Proposition V.4 (Caractérisation séquentielle de la densité). Soit A une partie de R. Alors A est dense
dans R si, et seulement si, pour tout x € R il existe une suite a valeurs dans A qui converge vers x.

Démonstration. Si A est dense dans R : tout intervalle non vide de R contient un élément de A. En
particulier, si x € R, pour n € N* il existe u,, € AN ]x — %; x4+ %[ La suite u ainsi construite converge
vers x par théoreme d’encadrement.

Réciproquement, supposons que pour tout z € R il existe une suite d’éléments de A qui converge vers
x. Soit [ intervalle ouvert non vide. Soient a < b deux éléments distincts de I (qui existent bien par
description des intervalles ouverts). Posons = = “T“’ et e = b’T“ > 0. Si u est une suite d’éléments de A qui
converge vers T :

dng €N, n>ng=|u, —z| <e.

Ainsi : uy,, € A vérifie :  —e < u,, < x+e. Cest-a-dire : u,, € [a;b] C I. Donc I contient bien un élément
de A. O

Proposition V.5. Les ensembles D, Q et R\ Q sont denses dans R.

Démonstration. Soit x € R. Montrons qu’on peut écrire x comme limite d'une suite de décimaux, de
rationnels, ou d’irrationnels :
— décimaux : on utilise la suite u, ou w, est 'approximation décimale a 10" pres de x, qui converge
vers x par encadrement ;
— rationnels : on utilise I'inclusion des décimaux parmi les rationnels ;
— irrationnels : si x ¢ Q on prend la suite constante de valeur x ; sinon on consideére la suite de terme

général x + ‘/75 qui tend vers x par opérations sur les limites.
]

VI Suites complexes

Proposition-Définition VI.1. Une suite compleze u est dite bornée si la suite réelle |u| est bornée.
C’est le cas si, et seulement si, les suites réelles (Re(u)) et (Im(u)) sont bornées.

Démonstration. Provient des inégalités :
— |Re(un)| < fun| et [Im(un)| < fun|;
— Jua| < [Re(uy)| + [Im(un)|.

Définition VI.2. On dit qu’une suite complere u converge vers | € C si :
Ve>0, 3ng e N, VneN, n>ng=|u, — ]| <e.
Remarque VI.3. Cela revient a dire que la suite réelle |u — | tend vers 0.

Proposition VI.4. Si u est une suite complexe, alors u converge vers l si, et seulement si, les suites Re(u)
et Im(u) convergent.

Et dans ce cas, si u converge vers | € C, alors Re(u) et Im(u) convergent respectivement vers Re(l) et
Im(1).
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Démonstration. On utilise le théoreme d’encadrement, grace aux inégalités précédentes. O

Théoréme V1.5 (de Bolzano—Weierstrass). De toute suite complexe bornée on peut extraire une sous-suite
convergente.

Démonstration. On s’appuie sur le théoreme pour les suites réelles. Soit v une suite complexe bornée. On
pose a = Re(u) et b = Im(u).
— comme u est bornée, alors a aussi. Il existe une fonction extractrice ¢ telle que a, converge;
— mais b aussi est bornée. Et la suite b, est extraite de b, donc bornée aussi. On peut donc appliquer
a nouveau le théoreme réel : il existe une fonction extractrice ¢ telle que b,., converge;
— alors ag.y est une suite extraite de ay,, donc elle converge.
Et finalement ., converge, comme ses parties réelles et imaginaires convergent. O

VII Suites classiques

VIL.1 Suites arithmético-géométriques

Proposition-Définition VIIL.1 (suites arithmétiques). Soient u une suite numérique et r € K. On dit que
u est une suite arithmétique de raison r si :

VneN, Uy =u, +7.
On a alors : Vn € N, u, = ug + nr, et plus généralement :
Vn,m € N, u, = uy, + (n —m)r.

Proposition VIL.2. Une suite arithmétique de raison r converge si, et seulement si, r = 0 (elle est alors
constante).
Une suite arithmétique de raison r > 0 (resp. r < 0) tend vers +0o (resp. —o0).

Proposition-Définition VIL.3 (suites géométriques). Soient u une suite numérique et ¢ € K. On dit que u
est une suite géométrique de raison q si :

Vn eN, up = u, Xq.
On a alors : Vn € N, u, = ug X q", et plus généralement :
Yn>méeN, u, =u, xqg" "

Proposition VIL.4. Une suite géométrique (non nulle) de raison q converge si, et seulement si, |q| < 1
(elle tend alors vers 0) ou si g =1 (elle est alors constante).

Démonstration. Les cas ou |g| # 1 découlent du lemme qui suit.
Le cas ou |¢| = 1 est plus subtile, et découle de la divergence des suites (cos(n#)) et sin(nf)) pour
6 €]0; 27]. O
Lemme VIL.5. Soit g € R :

1. si g >1, alors limq™ = +o0;

2. siq €] — 1;1], alors limg" =0,
3. st q=1, alors limq™ = 1;
/.

si g < —1, la suite (¢") n'a pas de limite.

Démonstration.
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1. sig>1:posonsa=q—1>0. Pour tout n € N, on a:

q”=(1+a)”zz<z>ak21+na

k=0

et comme limna = 400 (car a > 0), alors par encadrement : lim ¢" = +o0;

2. siq €] —1;1] : si ¢ = 0, la suite ¢" est constante (de valeur 0). Sinon, posons a = ]%| > 1. Alors
lim a" = 400, donc lim ¢" = 0 (par opérations sur les limites) ;

3. si ¢ =1 : la suite est constante;

4. siqg= —1:alors (¢°") est stationnaire a 1, et (¢*"*1) est stationnaire & —1, donc la suite ne converge
pas (mais est bornée) ;

5. 81 ¢ < —1 : la suite extraite (¢*") tend vers +oo, tandis que la suite extraite (¢°"™') = ¢ x (¢*")
tend vers ¢ x (+00) = —oo. Donc la suite (¢") n’a pas de limite (et n’est d’ailleurs ni majorée ni
minorée).

]

Définition VIIL.6 (suites arithmético-géométriques). On dit qu’une suite u est ari